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1 Démonstration

Démontrer la proposition suivante :

Proposition 1 — Propriété (caractérisation de la fonction réciproque)

Si f: E — F est une application, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est bijective de F sur F';
2. Il existe une application g : F' — FE telle que go f =1dg et fog = Idp.

De plus, si I'une des conditions est vérifiée, la fonction g est unique et est appelée
fonction réciproque de f, notée f—1.

Supposons f bijective. Pour tout y € F, il existe un unique = € E tel que
f(x) =y :onlenote f~(y), ce qui définit une application g = f~!: F — E.
Par construction, pour tout y € F, f(f*(y)) =y, cest-a-dire fo f~! = Idp.
Pour tout z € E, x est un antécédent de f(z), et c’est le seul par injectivité
de f : donc f~! (f(x)) = 1z, c’est-a-dire f~!o f = Idg.

Supposons qu’il existe g : F' — FE telle que go f =Idg et fog=Idp.
Injectivité. Soit = et x’ dans E tels que f(x) = f(2'). En appliquant g :
9(f(2)) = g(f(2)), soit (g o f)(x) = (g o f)(a’), donc z = 2’ puisque go f =
Idg.

Surjectivité. Soit y € F. Posons z = ¢g(y) € E : alors f(z) = f(g(y)) =
(fog)(y) =y. Donc y possede un antécédent.
Ainsi f est bijective.

Unicité. Si g vérifie les deux égalités, alors, f étant bijective,

g=Idgog=(f"of)og=f"o(fog)=f"oldp=f",

par associativité de la composition. | L’application ¢ est donc unique : c’est f1.

2 Exercices

2.1 Equation fonctionnelle

L’objectif de cet exercice est de déterminer I’ensemble des fonctions f : R — R qui

vérifient :
Ve eR, f(x)+zf(l—z)=1+2z (EI)

1. Dans cette question, on suppose que f est une fonction solution, c’est-a-dire une
fonction qui vérifie (E1).



1
a) Déterminer f (2>
b) Montrer que pour tout z € R, f(1 —z) + (1 — z)f(z) = 2 — 2. On note cette
égalité (E2).
c) A laide de (E1) et (E2), déterminer une expression de f(z) valable pour tout
z € R.

2. Donner la conclusion de 'exercice.

L’exercice est structuré comme un raisonnement par analyse-synthese : la ques-
tion 1 est 'analyse (on suppose qu'une solution existe et on en déduit sa forme), la
question 2 contient la synthese.

1. Soit f une fonction vérifiant (E1).

1
a) En appliquant (E1) avec z = 5 (onaalors 1 —oz=—-):

PR+ G =141 = ¥ (F)=3 = () =1

R

b) Soit € R. Le réel 1 — x est aussi un réel; on peut donc appliquer (E1)
a 1 —x a la place de x (par déduction) :

fAl-2)+(1-2)f(1-(1-2))=1+(1-x),

cest-a-dire | f(l—z)+ (1 —z)f(z) =2—2| (E2).

c) Soit x € R. Les égalités (E1) et (E2) forment un systéme linéaire d’in-
connues f(z) et f(1 —z). On élimine f(1 — z) : en multipliant (E2) par
x, on obtient z(1 — z)f(z) + xf(1 — x) = (2 — x), puis en soustrayant
cette égalité a (E1) membre & membre :

f(@)—z(1—2)f(2) = 14+2—2(2-3) < (2’ —z+1) f(z) = s’ —z+1.

Le trinéme 2% — 2 + 1 a pour discriminant A =1 —4 = -3 <0 : il ne
s’annule jamais sur R. On peut donc diviser par 2 —x + 1, et on obtient
VzeR, f(z)=1.

2. Analyse (question 1) : si f est solution, alors f est nécessairement la fonction
constante égale a 1.

Syntheése : réciproquement, soit f la fonction constante égale a 1. Pour tout
zeR, flz)+zf(l—x)=1+xx1=1+4z: f vérifie (E1).

L’unique fonction f : R — R vérifiant (E1) est la fonction constante égale
al.




2.2 Bijection réciproque
Soit ¥ un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. On considere I'application
P(E) — P(A) xP(B)
X — (XNAXnNB)

1. Montrer que f est injective si et seulement si AU B = F.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = @.
3. Dans le cas ou f est bijective, déterminer son application réciproque.

1. Supposons f injective. Alors :
V(X1,X0) € P(E)?, f(X1)=f(X2) = X =Xo.

D’une part, f(AUB) = ((AUB)NA,(AUB)N B) = (A,B).
D’autre part, f(E) = (ENAENB) = (A,B).
Ainsi, f(AUB) = f(E), donc AUB = E.
Supposons AU B = E. Soit (X1,X5) € P(E)? tel que f(X;) = f(Xa).
Onadonc XiNA=XoNAet X;NB=X,NB,dou:

(XiNAUXiNB)=(Xa2NnA)U (XN B).
Or, comme AUB = E, (X1NA)U(X1NB) = Xj et (XoNA)U(X2NB) =
Xs.
Ainsi, X; = X5. On a donc f injective.
En conclusion, ‘ f injective <— AUB=F ‘
2. Supposons [ surjective. Alors :

V(Y1,Ys) € P(A) x P(B), 3X e P(E), (Y1,Y2) = f(X).

En particulier, on peut trouver X € P(E) tel que (d,ANB) = f(X) =
(XNAXNB). Ainsi, XNA=2get XNB=ANB. On a donc :

G=0NB=(XNANB=(XNB)NA=(ANB)NA=ANB

Dou ANB=2.
Supposons AN B = @. Soit (Y3,Y2) € P(A) x P(B). Ona donc Y1NB =
YoNA=@. Posons X =Y, UY5,. Alors :
f(X) = ((viUYz) N A,(Y1UYs) N B)
= (iNA)U (Y2nA),(Y1nB)U(Y2N B))
= (Y1,Y2).
Ainsi, f est surjective.
En conclusion, ‘ f surjective <= ANB=o ‘
3. Supposons AUB=Fet ANB = 3.
) P(A) x P(B) — P(E)
Soit ¢
(Xl,XQ) — X1 UX2




Pour tout X € P(E), on a :

go f(X)=g(XNAXNDB)
=(XNA)uU((XnB)
=X car AUB=F.

AiHSi, g o f = Idp(E)
Par ailleurs, pour tout (X;,X3) € P(A) x P(B), on a :

fog(X1,X5) = f(X1UXs)

(X1 UX,)NA(X,UX,)NB)

(XmA (X2NA),(X;NB)U(X2N B))
=(X1,X5) car Xy CA Xo CBet ANB=0.

Ainsi, fog=Idpaxpm)-
Les applications f et g sont donc bijectives et réciproques I'une de l'autre, on
a :

P(A) x P(B) — P(FE)
(Xl,XQ) — X1UX2

-1
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1 Démonstration

Démontrer la proposition suivante :

Proposition 1

Soient f: F — F et g: F — G des applications.
1. Si go f est injective, alors f est injective.

2. Si g o f est surjective, alors g est surjective.

1. Supposons ¢ o f injective. Soit z,2’ € E tels que f(x) = f(«/). En
appliquant g a cette égalité, on obtient g( f(x)) = g( f(x’)), c’est-a-dire
/

(go f)(z) = (9o f)(a). L'injectivité de g o f donne alors z = 2/, ce qui
I'injectivité de f. ‘

prouve

2. Supposons g o f surjective. Soit z un élément de G. Grace a la surjectivité de
go f,il existe x € E tel que z = (g o f)(x). En posant y = f(z) € F, on
obtient z = g(y), ce qui prouve ‘la surjectivité de g. ‘

Remarque. Les réciproques sont fausses : avec f : N - N, n—2netg: N —> N
telle que g(2n) =n et g(2n+1) =0, on a g o f = Idy, injective et surjective, alors
que f n’est pas surjective et g n’est pas injective (TD3, exercice 10).

2 Exercices

2.1 Equation fonctionnelle
Trouver toutes les fonctions f : N — N qui vérifient :

V(mn) € N°, f(m+n) = f(m)+ f(n).

On raisonne par analyse-syntheése.
> Analyse. Soit f : N — N une fonction vérifiant la relation, et notons a = f(1) €
N.
e Avec m=n=0: f(0) = f(0) + f(0), donc f(0) = 0.
e Montrons par récurrence que, pour tout n € N, f(n)
Initialisation : f(0) =0=a x 0.
Hérédité : soit n € N tel que f(n) = an. En appliquant la relation aux entiers
netl: f(n+1)=f(n)+f(1)=an+a=a(n+1).
Par récurrence, Vn € N, f(n) = an.

an.

Ainsi, si f convient, il existe a € N tel que f : n — an.




> Synthese. Réciproquement, soit a € N et f : n — an. Alors f est bien a valeurs
dans N (produit de deux entiers naturels), et pour tout (m,n) € N2 :

fm+n)=a(m+n)=am+an= f(m)+ f(n).

Donc f convient.
‘Les fonctions cherchées sont exactement les fonctions f : n — an, avec a € N.

2.2 Images directes et réciproques

Soit E et F deux ensembles, et f une application de F vers F. On considere les
applications :

P(E) — P(F) ot " P(F) — P(E)
A — f(A) B +— f7(B)

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
a) f est injective;
b) ¢ est injective;
c) 1 est surjective.

2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
a) f est surjective;

b) ¢ est surjective;
c) 1 est injective.

On utilise librement les résultats de ’exercice 15 : pour toute partie A de E et

toute partie B de F, A C f~'(f(A4)) et f(f~'(B)) C B, avec égalité pour tout A

si, et seulement si, f est injective, et égalité pour tout B si, et seulement si, f est

surjective. On remarque aussi que 1o ¢(A) = f~1 (f(A)) et po)(B) = f(ffl(B))
1. On montre (a) <= (b) puis (a) <= (c).

e |(a) = (b)|Supposons f injective. Soit (A4,A") € P(E)? tel que ¢p(A) =
¢(A’), cest-a-dire f(A) = f(A’). Alors, d’apres l'exercice 15 (question
2),

A= F(f(A) = £ (f(A)) = A.

Donc ¢ est injective.

e | (b)) = (a)| Supposons ¢ injective. Soit (x1,75) € E? tel que f(z1) =
f(@2). Alors ¢({x1}) = {f(z1)} = {f(22)} = ¢({x2}), donc {z1} = {2}

par injectivité de ¢, d’ou 1 = x9. Donc f est injective.

e |(a) = (c)|Supposons f injective. Soit A € P(E). Posons B = f(A) €
P(F); alors, d’apres Pexercice 15 (question 2), ¥(B) = f~!(f(A)) = A.
Tout élément de P(E) a donc un antécédent par v : ¢ est surjective.

e |(c) = (a)|Supposons ¥ surjective. Soit (z1,22) € E? tel que f(x;) =
f(z2). La partie {x;} de E admet un antécédent par 1 : il existe B C F




tel que f~(B) = {z1}. Comme z; € f~*(B), on a f(x;) € B, donc
f(xs) € B,donc x5 € f~1(B) = {x1}, d’'ott 5 = z;. Donc f est injective.

‘f injective <= ¢ injective <= surjective.‘

2. On montre de méme (a) <= (b) puis (a) <= (c).

e [(a) = (b)| Supposons f surjective. Soit B € P(F). Posons A =

f~YB) € P(E); alors, d’apres lexercice 15 (question 4), ¢(A4) =

f(f~4(B)) = B. Donc ¢ est surjective.

e [ (b) = (a)| Supposons ¢ surjective. La partie F' de F' admet un an-

técédent : il existe A C E tel que f(A) = F. Comme A C E, on a

F=f(A) C f(F)C F,donc f(E)=F : f est surjective.

e |(a) = (c)| Supposons f surjective. Soit (B,B’) € P(F)? tel que
P(B) = ¢(B'), cest-a-dire f~1(B) = f~Y(B’). Alors, d’apreés l'exercice

15 (question 4),

Donc v est injective.

e [(c) = (a)|Supposons ¥ injective. On a f~1(F) = E et, d’apres l'exer-
cice 15 (question 1) appliqué & A = E, E C ffl(f(E)) C FE, donc
fHf(E)) = E. Ainsi ¢(f(E)) = E = 9(F), et I'injectivité de ¢ donne
f(E)=F: f est surjective.

‘f surjective <= ¢ surjective <= injective.‘




