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1 Limites de fonctions

Exercice 1 Forme indéterminée et fraction rationnelle (3 points)

On se propose de déterminer selon les valeurs du réel a, la limite en x = 2 de la

fonction
3-8

2+ 2r—a
1. Donner la limite de f en 2 si a # 8.

,

frzr—

Dans ce cas, la fonction f est bien définie en 2 (car le dénominateur ne s’annule
pas) et nous avons par quotient

\

2. On suppose maintenant que a = 8.
a) Déterminer I’ensemble de définition de f, noté Dy.

La fonction f est définie sur Dy = R\ {z1,22}, avec z1 et x5 les racines
du polynéme 22 + 2z — 8.

Nous remarquons que x; = 2 est une racine évidente du trinome z? +
2z — 8, dont le produit des deux racines est égal a —8.

Nous en déduisons que x = —4 est 'autre racine de ce trinéme.

Ainsi, 'ensemble de définition de f est Dy = R\ {—4,2}.

\. J

b) Montrer que :
2+ 2z +4

Ve e Dy, f(z)= e

Nous remarquons d’une part que 2 est une racine évidente du polynéme
z3 — 8.
Ainsi, pour tout x € R, il existe a, b et ¢ trois réels tels que :

13— 8= (z — 2)(az® + bz + ¢),

soit
7 — 8 = az® + (b — 2a)z* + (c — 2b)z — 2c,

ce qui donne, par identification :

a=1
b—2a=0
< <b=2
c—2b=0
C_
—2c = —8

Ainsi, pour tout z € Dy :

2 —8=(z—2)(z* + 2z +4).




D’autre part, nous avons montré a la question précédente que
22 4+ 22 — 8 = (v — 2)(z + 4). Ainsi, nous déduisons de ces deux points :

o 2* -8

T 22422 -8

_ (z—2)(x®+22+4)
 (z—-2)(z+4)
_x2+2x+4

- z4+4

f(z)

Nous concluons :

2 +2x+4

f(z) = r+4

c) Déterminer lir% f(x).
T—r

Nous concluons, a l’aide de la question précédente :

. 4+ 2r+4 12
i f@) =l —g =% =2

2 Type bac

Exercice 2 Bac 2025 (8 points)

On se propose de comparer I’évolution d’une population animale dans deux milieux

distincts A et B.
Au 1° janvier 2025, on introduit 6 000 individus dans chacun des milieux A et B.

Partie A

Dans cette partie, on étudie I’évolution de la population dans le milieu A.

On suppose que dans ce milieu, I’évolution de la population est modélisée par une
suite géométrique (u,,) de premier terme uy = 6 et de raison 0,93.

Pour tout entier naturel n, u,, représente la population au 1°* janvier de 'année 2025+
n, exprimée en millier d’individus.

1. (0,5 pt) Donner, selon ce modéle, la population au 1°* janvier 2026.

~

L’année 2026 correspond au rang n = 1. La suite (u,) étant géométrique de
raison 0,93, nous avons :

up = up X 0,93 =6 x 0,93 = 5,58.

Au 1°" janvier 2026, la population du milieu A comptera 5 580 individus.




2. (0,5 pt) Pour tout entier naturel n, exprimer u, en fonction de n.

La suite (u,) est géométrique de raison ¢ = 0,93 et de premier terme uy = 6.
D’apres le cours, son terme général est :

VneN, u,=6x093"|

\

3. (1 pt) Déterminer la limite de la suite (u,). Interpréter ce résultat dans
le contexte de I’exercice.

La raison de la suite géométrique est ¢ = 0,93. Puisque —1 < 0,93 < 1, nous
savons que :
lim 0,93" = 0.

n——+o00

Par produit avec la constante 6, on obtient 1_131 U, = 0.

Dans le contexte de 'exercice, cela signifie qu’a long terme, la population
animale du milieu A est vouée a disparaitre (extinction).

. 7

Partie B

Dans cette partie, on étudie I’évolution de la population dans le milieu B.
On suppose que dans ce milieu, I’évolution de la population est modélisée par la suite
(v,,) définie par

vp = 6 et pour tout entier naturel n, v, 1 = —0,0502 + 1,1v,.

Pour tout entier naturel n,v,, représente la population au 1¢ janvier de 'année 2025+n,
exprimée en millier d’individus.

4. (0,5 pt) Donner, selon ce modele, la population au 1°* janvier 2026.

r

L’année 2026 correspond au rang n = 1. En appliquant la relation de récur-
rence :

vy = —0,05v3 + 1,1
=—0,05%x62+1,1x6
= —0,05 x 36 + 6,6
= —1,8+6,6
=48.

‘Au 1¢r janvier 2026, la population du milieu B comptera 4 800 individus.

\

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; ~+oo[ par

f(z) = —0,0522 + 1,1x.



5. (1,5 pts) Démontrer que la fonction f est croissante sur ’intervalle [0; 11].

La fonction f : z — —0,052% + 1,1z est une fonction polynomiale dérivable
sur [0 ; 11].
Pour tout réel x € [0 ; 11] :

fl(z) = —0,05(2z) + 1,1 = —0,1z + 1,1.
Etudions le signe de f'(z) sur [0 ; 11] :

—0,lz+1,1 20 < —0,1z > —1,1
—-1,1
—0,1
<— r < 11

<— 1 <

Ainsi :
Veel0; 11], f'(z) =0.

‘Nous en concluons que la fonction f est croissante sur I'intervalle [0 ; 11]. ‘

. v

6. (2 pts) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a
2<Un+1<7}n<6-

s ~

Démontrons par récurrence la propriété &?(n) définie sur N par :

P(n):2< vy < v, < 6.

Initialisation : Pour n = 0, on a vy = 6 et v; = 4,8. Nous avons bien
2 < 4,8 <6 <6, cest-a~dire 2 < v; < vg < 6. La propriété F(0) est donc
vraie.

Hérédité : Supposons que pour un entier n € N fixé, la propriété Z?(n)
est vraie, soit 2 < v,11 < v, < 6. Nous remarquons que tous ces termes
appartiennent a 'intervalle [0 ; 11] sur lequel f est croissante. La composition
par f préserve donc l'ordre des inégalités :

F(2) < f(onga) < flvn) < (6).
Calculons les images des bornes :
— f(2) = —0,05(2%) + 1,1(2) = 0,2+ 2,2 = 2.

— f(Vnt1) = Vngo et f(vp) = vpqa.
— f(6) =v1 = 4,8 < 6.
L’enchainement d’inégalités devient :

2 g Un+42 g Un+1 g 6.

La propriété est héréditaire.

En appliquant le principe de récurrence, on conclut :

VneN, 2< v, <o, <6.




7. (1 pt) En déduire que la suite (v,) est convergente vers une limite (.

D’apres la question précédente, pour tout n € N, v,,; < v,, ce qui signifie
que la suite (v,) est décroissante.

De plus, pour tout n € N, v, > 2, ce qui signifie qu’elle est minorée par 2.
D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (v,,) est donc conver-
gente vers une limite ¢ telle que ¢ > 2.

8. a) (0,5 pt) Justifier que la limite ¢ vérifie f(¢) = ¢ puis en déduire la
valeur de /.

Pour tout n € N, v,,41 = f(v,). La fonction f étant continue sur R (car
polynomiale), et la suite (v,,) convergeant vers ¢, nous avons par passage
a la limite :

lim vpy = f( lim un) — (= f(0).

n—-+00 (n%qtoo
Résolvons I'équation f(¢) = :

—0,052 + 1,10 =0 <= —0,05(2 40,14 =0
< ((—0,05¢+0,1) = 0.

0,1
0,05
savons que ¢ > 2 (car v, = 2), ‘nous en concluons que ¢ = 2.‘

= 2. Comme nous

Ceci donne / =0 ou —0,05(4+0,1 =0 <= (=

\.

b) (0,5 pt) Interpréter ce résultat dans le contexte de ’exercice.

Dans le milieu B, a long terme, la population se stabilisera autour de
2 000 individus.




3 Notion de développement limité (20 points)

On se propose dans ce probléeme d’introduire la notion fondamentale de développement
limité, en se bornant a l'ordre 1 et a 'ordre 2 (on généralisera a 'ordre n en premiere
année). L'idée est simple : donner une traduction algébrique de la notion de tangente a une
courbe, et imaginer ce que pourrait étre la situation si on remplacait la droite tangente
(premier degré) par une parabole tangente (second degré), voire plus.

3.1 Développement limité a ’ordre 1

Soit. f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I contenant un réel a. On
note % sa courbe représentative, et A le point de ¥ d’abscisse a.

1. (1 pt) Que vaut hn‘clljw ?

,

Par hypothese, la fonction f est dérivable en a. Par la définition classique du
nombre dérivé, nous obtenons immédiatement :

i 1@ = (@)

r—ra T — Q

= ['(a).

\

Soit ¢ la fonction définie par e(a) =0et,six € [,z #a :
!
()
2. (1,5 pts) Prouver que lime(z) = 0 (i.e. la fonction ¢ est continue en a) et
que :
Veel, f(z)=f(a)+ f(a)(x—a)+(z—a)(x)
Cette écriture de f(x) est appelée développement limité de f a ’ordre 1
en a.

D’apres la question précédente, nous avons Jlcim — f [@)=f@) _ pr (a). En utilisant
la définition de e(z) pour x # a :
f(@) — f(a)

lim e(z) = lim ( PR f’(a)) = f'(a) = f'(a) = 0.

Tr—a T—ra

Puisque e(a) = 0, la fonction € est donc continue en a.
En partant de la définition de e(z) pour x # a, isolons f(x) :

= f(z) - fla) = f(a)(z — a) + (z — a)e(x)
= f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(x).

De plus, si x = a, cette égalité devient f(a) = f(a)+f'(a)x0+0xe(a) = f(a),
ce qui est vrai.

Veel, f(z)=f(a)+ f'(a)(x—a)+ (x — a)e(z).

e(z) =




3. (1,5 pts) Interpréter graphiquement, a ’aide de % et de la tangente .7 a
% en A, l’égalité ci-dessus. Faire une figure.

L’équation de la tangente .7 a la courbe & au point A(a,f(a)) est donnée par
y = fla) + f'(a)(z — a).

Ainsi, le terme (x — a)e(x) représente la distance algébrique (1'écart verti-
cal) entre la courbe % et sa tangente .7 en un point d’abscisse z. L’écriture
exprime le fait qu’autour de a, la courbe et la tangente sont confondues a
Verreur (z — a)e(x) pres, erreur qui tend vers 0 « plus vite » que (x — a).

3.2 Quelques exemples et applications

1
4. (2 pts) Soit f : x — —. Former le développement limité de f & I'ordre 1
x

en 1. Expliciter la fonction ¢.

,

1
Pour la fonction inverse f : z — —, et a = 1, nous avons f(1) = 1.
x
1
La dérivée est f'(z) = ——, donc (1) = —-1.
55

Le développement limité a 'ordre 1 en 1 est :

£(5) = FO) + F D@ =1+ @ = Dela) = — =1~ (@~ 1)+ (o~ De(a).

Pour z # 1, explicitons (z) en isolant ce terme :

i-1

e(z) = - (=1

r—1




On vérifie aisément que

z—1

lim e(z) = lim = 0.
rz—1 rz—1 %Y
o . z—1
Ainsi, on a bien f(z) =1— (z — 1) + (x — 1)e(z) avec e(x) = —

\

5. Soit g la fonction définie sur R par g(z) = e”.

6.

a) (1 pt) Ecrire le développement limité de g a4 1’ordre 1 en 0 (on ne
cherchera pas a expliciter la fonction ).

Pour la fonction exponentielle, on a g(0) = e” =1 et ¢’(0) = € = 1.
En appliquant la formule générale avec a = 0, on obtient directement :

e’ =1+x+xe(z), avec hII(l) e(z) =0.
T—

b) (1 pt) Retrouver alors, a ’aide de ce développement limité, la valeur
e’ —

de lim
r—0 x

D’apres le développement limité écrit ci-dessus, on déduit pour tout x #
0:
e —1  x(1+e(x))

e —l=z+2e(x) = = =1+ ¢(x).
7 Gy

En passant a la limite quand = — 0, puisque lin% e(z) = 0, nous retrou-
Tr—r

vons

et =1
lim =
z—0 €T

1.

(2 pts) (Regle de L’Hospital!) Soit f et g deux fonctions définies et déri-
vables en 0. On suppose que f(0) = g(0) =0, et que ¢'(0) # 0.
Déterminer lim M

z—0 g(x)

Utilisons le développement limité a 1'ordre 1 en 0 pour les fonctions f et g.
Sachant que f(0) = g(0) =0, on a :

F(@) = of (0) + 2e1(z) et glx) = 2/(0) + vea(e),

avec lim e1(z) =0 et lim go(z) = 0.

1. Guillaume Francois Antoine, marquis de I’'Hospital (1661-1704), mathématicien frangais. La regle
ici démontrée, qui porte son nom, a en fait été démontrée par Jean Bernoulli (1667-1748), mathématicien

suisse.



Pour z # 0 suffisamment proche de 0 (pour que g(z) # 0), le quotient s’écrit :

f(z) _ xf'(0) + ze1(x)
g(z)  xg'(0) + ze2(z)
_a(f(0) + 51 (2)
z(9'(0) + e2(x))

M0 +a@)

9'(0) + ea(z)

Comme liH(l) e1(z) = 0, le numérateur tend vers f'(0).
T—

Comme lir% go(z) = 0, le dénominateur tend vers ¢'(0), qui est non nul par
z—

hypothese. Par conséquent :

i 1) _ 0
=0 g(z)  ¢'(0)

\

7. En relativité restreinte, ’énergie d’une particule de masse m et de vitesse
v est E(v) =ymc?, (c désignant la vitesse de la lumiére) ol on a posé :

1
CViE

L’énergie cinétique est alors donnée par E.(v) = E(v)—E(0). On va prouver
ici que, pour des vitesses v faibles devant ¢, on retrouve 1’expression de
I’énergie cinétique obtenue en mécanique classique. Pour simplifier, on
2
v

pose T = 5.

a) (1pt)Onay(r) = ——
de z proches de 0. Former le développement limité a ’ordre 1 en 0
de 7.

. On s’intéresse a v (et a £/ ) pour des valeurs

7

Soit x € [0,1].

On a y(z) = — (1 —z) 2. Ainsi, v(0) = 1.

1—=x

Calculons la dérivée :

1
Ainsi, v/(0) = 5

Le développement limité a I'ordre 1 en 0 de v s’écrit donc :

1
v(z) =1+ 3% + ze(x), avec lime(x) = 0.

z—0

10



1
b) (1,5 pts) En déduire que E(v) ~ E(0) + §m02 et conclure.

2
v
On pose x = —. Pour des vitesses v faibles devant ¢ (v < c¢), = est

proche de 0.
On a E(v) = vy(z)mc?*. Remplagons v(z) par son développement limité :

E(v) = mc? (1 4 ;x I :Ua(a:))

1 v 1)2
2 2 2
= mc” + —mc (CQ) + mc <CZ)

2, 1 9 2 (UQ)
=mc”+ —mv°+mvel|l = |.
2 c?

()

(=)

2

Le terme mc® correspond a ’énergie de masse au repos E(0). Le terme

v?

« reste » muv2e (.;2) est négligeable devant %mv2 pour v tres petit. On a
donc bien 'approximation :

E(v) ~ E(0) + ;mUQ.

Conclusion : Pour des vitesses tres faibles devant celle de la lumiere,
I'énergie cinétique relativiste E.(v) = E(v) — E(0) se réduit au premier

ordre a la formule de I’énergie cinétique classique newtonienne %va.

3.3 Développement limité a ’ordre 2

On reprend les notations et les hypotheses de la partie 3.1, en supposant de plus que
e est elle-méme deux fois dérivable sur I (autrement dit, que sa dérivée est dérivable). On
rappelle que :

f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(x). (1)
8. (1,5 pts) Justifier qu’il existe une fonction ¢ vérifiant }cliré o(x) =0 et telle
que, pour tout = de [ :

e(x) = €'(a)(x —a) + (z — a)p(r). (2)

Il s’agit d’appliquer a la fonction ¢ le résultat de la partie 3.1.
En effet, € est par hypothese deux fois dérivable sur I, donc dérivable en a.
Le développement limité de € a 'ordre 1 en a s’écrit :

e(x) =¢e(a) + €'(a)(z — a) + (z — a)p(x), avec lim p(z) = 0.

Or, nous savons que, par définition, (a) = 0. Il en résulte immédiatement :

e(x) =& (a)(x —a) + (z — a)p(x).

11



9. (2,5 pts) On cherche a exprimer ¢'(a) en fonction de f (et de ses dérivées
premiére et seconde). Pour cela, dériver deux fois la relation (1). En
déduire que 'on a :

() = 5"(0)

En dérivant une premiere fois la relation (1) par rapport a x (le terme
(x — a)e(x) se dérive comme un produit de la forme uv) :

f(@) = 0+ f(a) +1 x () + (& — a)e'(2)
— [(@) + £(z) + (@ - )€ ().

En dérivant une seconde fois :

F(@) = 0+ &) + [1 x £(z) + (z — @)’ (z)]
= 2¢'(z) 4+ (z — a)" ().

Evaluons maintenant cette dérivée seconde en z = a :

f"(a) = 2¢'(a) + (a — a)e"(a)
f"(a) = 2¢'(a)
Nous en concluons bien :
() = 51(a)

\

10. (1 pt) Utiliser alors les égalités (1) et (2) pour obtenir le développement
limité a ’ordre 2 de f en a :

f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + ;f"(a)(fv —a)’ + (z — a)’p(2).

Reprenons égalité (1) et substituons I'expression de £(z) donnée par (2) :

f@) = fa) + f'(a)(z — a) + (x — a) ['(a)(x — a) + (z — a)p(z)]
= f(a) + f'(a)(z — a) +€'(a)(z — @) + (v — )¢ ().

1
En utilisant le résultat de la question précédente, €’'(a) = 5 f"(a), nous sub-

stituons :

f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + ;f"(a)(ﬂi —a)’ + (z — a)’¢(2).

C’est la formule de Taylor-Young a l'ordre 2.

12



11. Applications.

a) (1,5 pts) Déterminer le développement limité & I’ordre 2 en 0 de la
fonction exponentielle. Illustrer graphiquement la situation.

Pour f(z)=¢% ona f(0)=¢e"=1, f/(0) =€’ =1et f"(0) =’ = 1.
En appliquant la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 :

1
e =1+x+ 5932 + 220 (x).

Graphiquement, la parabole d’équation y = 1 + x + %1‘2 « épouse » au
mieux la courbe de I’exponentielle au voisinage de 0. Elle constitue une
bien meilleure approximation que la simple tangente.

6,,

—_— C:y=¢e"

- Pry=ltat g’
Il 2
1 - 2In(1 —2 2
b) (2 pts) Déterminer lim 2O ot lim n(l+e) -2+ .
=0 g2 2—0 )

~

> Pour cos(x), on calcule le DLy (0).

f(x) = cos(z) = f(0) =1
f'(x) = —sin(z) = f/(0) =0
P(z) = — cos(z) = £(0) = —1
On obtient :
cos(z) = 1 — =22 + 2%p(x)
Alors,

Comme lim ¢(x) =0, on a
z—0

1 —cosz 1
lim ——— = —.
z—0 2 2

13



> Pour In(1 4+ z), on calcule le DLy(0).
g(x) =l +2) = ¢(0) =0.
g (z) = — ¢'(0)=1.

() = - = ¢'0)=-1.

1+a)

On obtient : ]
In(l+z)=x— §x2 + 220y ().

Le numérateur devient :

1
2z — 532+ 3%ps()) — 20 +2° = 20 —a® + 2pa(z) — 20 + o

= 22%py(z).

2 2
Le quotient est donc w = 2p9(x).
T

Puisque glclg(l) wa(x) =0, on a

. 2In(1 +z) — 22 + 22
lim 5
z—0 T8

=0.
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