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Chapitre 10 Continuité

■ Continuité sur un intervalle
▶ Définition : Une fonction f est continue sur un intervalle

ouvert I si et seulement si quel que soit le réel a ∈ I, f
est continue en a.

▶ Remarques :
• Si I est semi-fermé ou fermé, par exemple I = [α,β],

f est continue sur I si et seulement si
– f est continue sur ]α,β[,
– f est continue à droite en α,
– f est continue à gauche en β.

• D’une façon imagée, f est continue sur un intervalle
I signifie que sa courbe représentative Cf peut être
dessinée, « sans lever le crayon ».

▶ Exemples :
• L’image de l’intervalle [−1,2] par l’échelon unité (dis-

continu en 0) est {0,1}.
Nous observons graphiquement que U([−2,1]) n’est
pas un intervalle.

• Exemples graphiques de fonctions discontinues dont
l’image n’est pas un intervalle, et de fonctions conti-
nues dont l’image est un intervalle.

Méthode de dichotomie (ou Théorème de Bolzano) :
Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonc-
tion continue sur l’intervalle [a,b].
Si f(a)f(b) ⩽ 0, alors

∃ c ∈ [a,b], f(c) = 0.

En d’autres termes, l’équation f(x) = 0 admet au
moins une solution dans l’intervalle [a,b].

▶ Algorithme de dichotomie :

def dicho(f,a,b,p) :
while b-a > 10**(-p) :

m-(a+b)/2
if f(a)*f(m)<0 :

b=m
else :

a=m
return b

▶ Exemple : On trouve à l’aide de cet algorithme une valeur
approchée de la solution de l’équation x3 − x − 1 = 0.

Théorème des valeurs intermédiaires (TVI) : Soient
a et b deux réels tels que a < b et f une fonction
continue sur l’intervalle [a,b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe
un réel c ∈ [a,b] tel que

f(c) = k.

▶ Remarques :
• Le théorème des valeurs intermédiaires (TVI) signi-

fie que, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),

l’équation f(x) = k admet au moins une solution dans
l’intervalle [a,b] mais l’unicité de cette solution n’est
pas garantie par ce théorème. On a donc la surjectivité
de la restriction f |[a,b].

• Lorsque k = 0, nous retrouvons le théorème de Bol-
zano, qui est donc un cas particulier du TVI.

• Le théorème des valeurs intermédiaires donne une
preuve de l’existence implicite d’au moins une solu-
tion de l’équation f(x) = k, ce qui signifie, en gé-
néral, qu’une résolution algébrique de cette dernière
est impossible. Une méthode comme la dichotomie est
alors privilégiée. Elle permet d’approximer avec une
précision donnée une solution localisée par les valeurs
intermédiaires de l’équation f(x) − k = 0.

• La condition de continuité de f est essentielle pour
appliquer le théorème des valeurs intermédiaires.

• Si m = min
x∈[a,b]

f(x) et M = max
x∈[a,b]

f(x), nous pouvons

observer graphiquement que l’intervalle
[
f(a),f(b)

]
(respectivement

[
f(b),f(a)

]
est inclus dans f

(
[a,b]

)
=

[m,M ].
▶ Propriété (image d’un intervalle quelconque) : Si f est une

fonction continue sur un intervalle I, alors f(I) est un
intervalle.

▶ Remarque : Les intervalles I et f(I) ne sont pas toujours
de même nature.
Par exemple, cos(R) = [−1,1] et sin(R) = [−1,1].

Lemme (caractérisation séquentielle de la borne supé-
rieure) : Soient A une partie non vide et majorée de
R et M un majorant de A.
Nous disposons de l’équivalence suivante :

M = sup A ⇐⇒ ∃ (un)n∈N ∈ AN, lim
n→+∞

un = M.

▶ Remarque : On dispose évidemment de la caractérisation
équivalente pour la borne inférieure.

Propriété (image d’un intervalle fermé) : Si f est une
fonction continue sur un intervalle [a,b] avec a < b,
alors f

(
[a,b]

)
est un intervalle fermé.

Plus précisément, si f est continue sur [a,b], alors
f
(
[a,b]

)
= [m,M ], où m est le minimum et M le maxi-

mum de f sur [a,b].

▶ Remarques :
• Nous rappelons que

– le minimum m est atteint par f sur [a,b], c’est-
à-dire :

∃ α ∈ [a,b], f(α) = m.

– le maximum M est atteint par f sur [a,b], c’est-
à-dire :

∃ β ∈ [a,b], f(β) = M.



• La réciproque de cette proposition est fausse.
▶ Propriété : Soient a et b deux réels tels que a < b et f

une fonction continue et strictement monotone sur l’in-
tervalle [a,b].
Nous disposons de la propriété suivante :
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un
unique réel c ∈ [a,b] tel que

f(x) = k.

▶ Remarques :
• Si f est continue et strictement croissante sur

[a,b], l’image de cet intervalle est l’intervalle fermé
f
(
[a,b]

)
=

[
f(a),f(b)

]
.

Dans ce cas, la proposition précédente signifie égale-
ment :

∀ k ∈
[
f(a),f(b)

]
, ∃! c ∈ [a,b], f(c) = k,

ce qui correspond à la définition de f |[a,b] bijection de
[a,b] sur

[
f(a),f(b)

]
.

• Si f est strictement décroissante sur [a,b], sa restric-
tion à [a,b], f |[a,b], est aussi une bijection, cette fois de
[a,b] sur

[
f(b),f(a)

]
.

Théorème de la bijection : Si f est une fonction conti-
nue et strictement monotone sur un intervalle I quel-
conque, alors f est une bijection de I sur l’intervalle
image f(I), ce qui signifie

∀ y ∈ f(I), ∃! x ∈ I, f(x) = y.

▶ Remarques :
• Selon la nature de l’intervalle I, l’intervalle f(I) est

déterminé dans le contexte.
Par exemple :

– si f est croissante strictement et continue sur
I =]a,b[, alors

f(I) =
ò

lim
x→a+

f(x), lim
x→b−

f(x)
ï

– si f est décroissante strictement et continue sur
I =]a, + ∞[, alors

f(I) =
ò

lim
x→+∞

f(x), lim
x→a+

f(x)
ï

– si f est croissante strictement et continue sur
I =] − ∞, + ∞[, alors

f(I) =
ò

lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x)
ï

.

• Le théorème de la bijection est particulièrement im-
portant car il permet la construction de nouvelles fonc-
tions de référence.

▶ Exemples : fonction racine carrée, fonction logarithme
népérien.

■ Fonction racine n-ième
Propriété : Soit un entier naturel n ⩾ 2 et un réel
a ⩾ 0.
L’équation xn = a admet une unique solution dans
R+.

▶ Définition (fonction racine n-ième) : Soit un entier n ⩾ 2.
Pour chaque réel a ∈ R+, la racine n-ième du réel a,
notée n

√
a, est l’unique solution appartenant à R+ de

l’équation xn = a.
La fonction x 7−→ n

√
x définie sur R+ est la fonction

racine n-ième.
▶ Remarques :

• Nous retiendrons par définition que, pour tous les réels
a et b appartenant à R+, nous disposons de l’équiva-
lence

bn = a ⇐⇒ b = n
√

a.

• Si n ⩾ 2 est un entier impair, la fonction x 7−→ n
√

x
peut être définie sur R, car dans ce cas, la fonction
x 7−→ xn est une bijection de R sur R.

▶ Propriété : Soit un entier n ⩾ 2. Pour tout réel a ∈ R+,
nous avons (

n
√

a
)n = a et n

√
an = a.

▶ Propriété (action de la fonction racine n-ième sur la multi-
plication) : Soit un entier n ⩾ 2.
Pour tous les réels a ⩾ 0 et b ⩾ 0, nous avons

n
√

ab = n
√

a × n
√

b.

Chapitre 11 Dérivation : compléments

■ Dérivée de la composée de deux fonctions

Propriété (Dérivée d’une fonction composée) : Si u
est une fonction dérivable sur un intervalle I et g une
fonction dérivable sur un intervalle J telles que :

∀ x ∈ I, u(x) ∈ J,

alors
• La fonction g ◦ u définie sur I est dérivable sur

I.
• ∀ x ∈ I, (g ◦ u)′(x) = u′(x) × (g′ ◦ u)(x).

▶ Remarque : Nous en déduisons

• En termes fonctionnels : (g ◦ u)′ =
(
(g′ ◦ u) × u′).

• En termes différentiels : d(g ◦ u)
dx

= dg

du

du

dx
.

▶ Exemples : e−x2 ,
√

sin x, x3e
1
x .

▶ Propriété (généralisation de la dérivée de up) : Soient u
une fonction dérivable sur un intervalle I et p un entier
relatif non nul ou un nombre rationnel du type

p = 1
n

, avec n ⩾ 2.

Alors :
(up)′ = pu′up−1.

▶ Remarque : Nous montrerons plus tard que cette formule
de dérivation d’une composée s’étend aux exposants réels
non nuls.



■ Dérivée seconde – Dérivée n-ième
▶ Définition (dérivée seconde) : Soit f une fonction déri-

vable sur un intervalle I et f ′ sa fonction dérivée.
Si f ′ est elle-même dérivable sur I, la dérivée de f ′, notée
f ′′ est la dérivée seconde de la fonction f .

▶ Remarque : En notation de Leibniz, nous avons f ′′ =
d2f

dx2 .
▶ Remarque : Le signe de la dérivée seconde est utile, pour

déterminer, si besoin est, le sens de variations de la dé-
rivée f ′. Ce dernier régule les tangentes à la courbe Cf

et induit la notion de convexité.
▶ Définition (dérivée n-ième) : Soient f une fonction déri-

vable sur un intervalle I et n ∈ N.
La dérivée n-ième, sous réserve d’existence, notée f (n),
est définie en posant f (0) = f et, pour tout n ∈ N,

f (n+1) =
Ä
f (n)
ä′

.

▶ Notation (rappel) L’ensemble des fonctions dérivables
n ∈ N∗ fois sur un intervalle I est noté Dn(I).

▶ Exemple (dérivée n-ième de la fonction inverse) : Si f est

la fonction inverse x 7−→ 1
x

définie sur R∗, alors

∀ x ∈ R∗, ∀ n ∈ N∗, f (n)(x) = (−1)n n!
xn+1 .

▶ Remarque : Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables
sur un intervalle I, par une récurrence immédiate, nous

pouvons justifier

(f + g)(n) = f (n) + g(n)

et, pour tout λ réel,

(λf)(n) = λf (n).

Par contre, c’est plus compliqué en ce qui concerne la dé-
rivée n-ième d’un produit comme le montre la propriété
suivante.

Propriété (Formule de Leibniz) : Soient f et g deux
fonctions n fois dérivables sur un intervalle I.
Le produit fg est n fois dérivable sur I et, pour tout
entier naturel n ⩾ 1, nous avons

(fg)(n) =
n∑

k=0

Ç
n

k

å
f (k)g(n−k).

▶ Exemple : Soit f la fonction définie sur R par

f : x 7−→ x2e−x.

Soit n ∈ N∗. En appliquant la formule de Leibniz, nous
obtenons, pour tout réel x,

f (n)(x) = (−1)ne−x
(
x2 − 2nx + n(n − 1)

)
.

■ Fonction convexe
▶ Définition (convexité) : Une fonction f est convexe sur

I si et seulement si, pour tous les réels a,b ∈ I dis-
tincts, la partie de cette courbe comprise entre les points
A
(
a,f(a)

)
et B

(
b,f(b)

)
de sa courbe représentative Cf

est située en dessous du segment [AB] (appelé corde).
Dans le cas contraire, la fonction est concave.

▶ Exemples : Les fonctions x 7−→ x2, x 7−→ |x|, x 7−→ ex

sont convexes sur R.
La fonction x 7−→ 1

x
est convexe sur ]0, + ∞[ et concave

sur ] − ∞,0[.
Les fonctions affines sont à la fois convexes et concaves.

▶ Propriété (Caractérisation de la convexité) Une fonction f
définie sur un intervalle I est convexe si et seulement si,
pour tous les réels a et b appartenant à I tels que a < b,

f(ka + (1 − k)b) ⩽ kf(a) + (1 − k)f(b),

avec k décrivant [0,1].
▶ Remarque : La fonction f est concave si, et seulement si :

f(ka + (1 − k)b) ⩾ kf(a) + (1 − k)f(b), avec k ∈ [0,1].

▶ Exemple (inégalité triangulaire) : La convexité de la fonc-
tion valeur absolue sur R établit une preuve immédiate
de l’inégalité triangulaire.
En effet, pour tous les réels a et b,∣∣∣∣a + b

2

∣∣∣∣ ⩽ |a| + |b|
2 ,

ce qui implique |a + b| ⩽ |a| + |b|.

Lemme : Soient deux réels a et b tels que a < b. Nous
avons

∀ t ∈ [0,1], ta + (1 − t)b ∈ [a,b].

Propriété (Deuxième caractérisation de la convexité) :
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, a ∈ I
et b ∈ I deux réels tels que a < b.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe.

(ii) ∀ x ∈ [a,b], f(x) ⩽ f(a)+(x−a)f(b) − f(a)
b − a

.

▶ Propriété (Dérivée croissante) : Soit f une fonction déri-
vable sur un intervalle I et a ∈ I. Si la dérivée f ′ est
croissante sur I alors

∀ x ∈ I, f(x) ⩾ f(a) + (x − a)f ′(a).

▶ Exemple : Pour tout entier n ⩾ 2, la fonction pn : x 7−→
xn est dérivable sur R+ et p : x 7−→ nxn−1 est croissante
sur R+.
Cette fonction puissance est donc convexe sur [0, + ∞[.
Pour tous les réels x et a positifs, il vient

xn ⩾ an + (x − a)nan−1,

c’est-à-dire

xn ⩾ nan−1x − (n − 1)an.

En particulier, pour a = 1 et x = 1 + t, avec t ⩾ 0, nous
retrouvons l’inégalité de Bernoulli

∀ t ⩾ 0, (1 + t)n ⩾ 1 + nt.

Propriété (Dérivée croissante et convexité) : Soit f une
fonction dérivable sur un intervalle I. Si la dérivée f ′

est croissante sur I, alors f est convexe.



▶ Remarques :
• On peut démontrer que la réciproque de cette propo-

sition est vraie (et c’est bien plus simple).
• Si f est dérivable et f ′ décroissante sur I, alors f est

concave.
▶ Propriété (Action de la dérivée seconde) Soit un intervalle

I et une fonction f ∈ D2(I).
• ∀ x ∈ I, f ′′(x) ⩾ 0 =⇒ f est convexe.
• ∀ x ∈ I, f ′′(x) ⩽ 0 =⇒ f est concave.

▶ Exemple :
• La fonction x 7−→ e−x2 est convexe sur les intervallesô

−∞, −
√

2
2

ô
et
ñ√

2
2 , + ∞

ñ

• La fonction x 7−→ e−x2 est concave sur l’intervalleñ
−

√
2

2 ,

√
2

2

ô
.

▶ Définition (point d’inflexion) : Soit f une fonction deux
fois dérivable sur un intervalle I.
Si f ′′ s’annule en a ∈ I en changeant de signe, le point
A
(
a,f(a)

)
est un point d’inflexion.

▶ Exemple : En reprenant l’exemple précédent, la fonction
x 7−→ e−x2 admet deux points d’inflexion d’abscisses

x = −
√

2
2 ou x =

√
2

2 .

■ Rolle et accroissements finis
▶ Définition (extremum global) : Soient f une fonction dé-

finie sur un intervalle I, m et M deux réels.
On dit que :
• La fonction f admet sur I le réel m pour minimum si

et seulement si :

∀ x ∈ I, f(x) ⩾ m et ∃ a ∈ I, f(a) = m.

• La fonction f admet sur I le réel M pour maximum
si et seulement si :

∀ x ∈ I, f(x) ⩽ M et ∃ a ∈ I, f(a) = M.

▶ Définition (extremum local) : Soit f une fonction définie
sur un intervalle I et a ∈ I.
On dit que f(a) est un maximum local (respectivement
un minimum local) de f sur I s’il existe un intervalle
J ⊂ I ouvert centré en a ∈ J tel que f(a) soit un maxi-
mum (respectivement un minimum) de f sur J .

▶ Remarque : Un extremum global est local.

Propriété (Condition nécessaire d’existence d’extremum
local) : Soient f une fonction dérivable sur un inter-
valle I ouvert et a ∈ I.
Si f admet un extremum local en a, alors f ′(a) = 0.

Théorème de Rolle : Soient a et b deux réels tels que
a < b.
Si f est une fonction continue sur [a,b], dérivable sur
]a,b[ et qui satisfait à f(a) = f(b), alors

∃ c ∈]a,b[, f ′(c) = 0.

▶ Remarques :
• Ce théorème affirme que la courbe Cf admet au moins

une tangente parallèle à la droite des abscisses.
• Il assure l’existence implicite d’au moins une solution

dans l’intervalle ouvert ]a,b[ de l’équation f ′(x) = 0.
• Les conditions pour appliquer le théorème de Rolle

sont indispensables.

Théorème des accroissements finis : Soient a et b deux
réels tels que a < b.
Si f est une fonction continue sur [a,b] et dérivable
sur ]a,b[, alors

∃ c ∈]a,b[, f ′(c) = f(b) − f(a)
b − a

.

▶ Propriété : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
I.
• Si f est croissante sur I, alors pour tout réel x ∈ I,

f ′(x) ⩾ 0.
• Si f est décroissante sur I, alors pour tout réel x ∈ I,

f ′(x) ⩽ 0.
• Si f est constante sur I, alors pour tout réel x ∈ I,

f ′(x) = 0.

Propriété (Principe de Lagrange) : Soit f une fonction
dérivable sur un intervalle I.
Si, pour tout réel x ∈ I, on a

• f ′(x) ⩾ 0, alors f est croissante sur I.
• f ′(x) ⩽ 0, alors f est décroissante sur I.
• f ′(x) = 0, alors f est constante sur I.

▶ Corollaire (Égalité de deux dérivées) Soient f et g deux
fonctions dérivables sur un intervalle I.
Si, pour tout réel x ∈ I, on a f ′(x) = g′(x), alors il existe
c ∈ I tel que

f(x) = g(x) + c.

▶ Exemple : Un mobile est soumis à un mouvement recti-
ligne uniforme de vitesse v constante égale à v0 en m.s−1.
Ainsi, pour tout réel t ⩾ 0, nous avons

v(t) = x′(t) = dx

dt
= v0.

La loi horaire de ce mobile est donc

x(t) = v0t + c, c ∈ R.

En considérant la condition initiale x(0) = x0, nous ob-
tenons c = x0, soit

x(t) = v0t + x0.

Monotonie stricte : Soit f une fonction dérivable sur
un intervalle I.
On suppose que l’ensemble

N = {x ∈ I | f ′(x) = 0}

n’est pas une réunion d’intervalles non vides.
• Si pour tout x ∈ I, f ′(x) ⩾ 0, alors f est crois-

sante strictement sur I.
• Si pour tout x ∈ I, f ′(x) ⩽ 0, alors f est dé-

croissante strictement sur I.

▶ Remarque : Lorsque N = {x ∈ I | f ′(x) = 0} n’est pas
une réunion d’intervalles non vides, on dit que les élé-
ments de N sont des points « isolés ».



▶ Corollaire : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
I.
• Si pour tout x ∈ I, f ′(x) > 0, alors f est croissante

strictement sur I.
• Si pour tout x ∈ I, f ′(x) < 0, alors f est décroissante

strictement sur I.

■ Applications (vues en TD)
▶ Propriété (Méthode de la sécante) : Soient deux réels a

et b tels que a < b. On considère une fonction f conti-
nue, croissante strictement et convexe sur [a,b] telle que
f(a)f(b) < 0.
Nous considérons la suite (xn) définie sur N par son pre-
mier terme x0 = a et la relation de récurrence

∀ n ∈ N, xn+1 = xn − b − xn

f(b) − f(xn)f(xn).

Alors xn −−−−−→
n→+∞

α.
▶ Propriété (Méthode de Newton) : Soit f une fonction dé-

rivable deux fois sur un intervalle I.
Soient a ∈ et b ∈ I tels que a < b. Nous supposons :
• f(a) < 0 et f(b) > 0,
• ∀ x ∈ [a,b], f ′(x) > 0 et f ′′(x) > 0.
Pour tout entier naturel n, nous désignons par :
• Tn la tangente à Cf au point Mn d’abscisse xn,
• xn+1 l’abscisse du point d’intersection de Tn avec la

droite des abscisses.
Ainsi, le réel x0 = b étant donné, la suite (xn) est définie
par la relation de récurrence

∀ n ∈ N, xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn) .

Nous avons alors xn −−−−−→
n→+∞

α.
▶ Remarque : Ces deux méthodes permettent de construire

des algorithmes à convergence rapide pour déterminer
des valeurs approchées de solutions d’équations du type
f(x) = 0.

▶ Théorème (Inégalités des accroissements finis) : Soit f une
fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, avec a < b.
Nous supposons qu’il existe deux réels m et M tels que

∀ x ∈]a,b[, m ⩽ f ′(x) ⩽ M.

Alors
m ⩽

f(b) − f(a)
b − a

⩽ M. (1)

Soit maintenant f une fonction dérivable sur un inter-
valle I et satisfaisant à

∃ k > 0, ∀ x ∈ I, |f ′(x)| ⩽ k,

alors, quels que soient les réels a et b appartenant à I,

|f(b) − f(a)| ⩽ k|b − a|. (2)

▶ Propriété (Méthode du point fixe) : Soient a et b deux
réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a,b],
dérivable sur l’intervalle ]a,b[.
Nous supposons
• ∀ x ∈ [a,b], f(x) ∈ [a,b].
• ∃ k ∈]0,1[, ∀ x ∈]a,b[, |f ′(x)| ⩽ k.
Alors la suite (xn) définie sur N par son premier terme
x0 ∈ [a,b] et par la relation de récurrence

∀ n ∈ N, xn+1 = f(xn)

converge vers l’unique solution α sur [a,b] de l’équation
f(x) = x.

Chapitre 12 Fonction logarithme

■ Définition – Premières propriétés

Propriété : La fonction exp est une bijection de R
sur ]0, + ∞[.

▶ Définition (Logarithme népérien) : La fonction logarithme
népérien (ou logarithme de base e) est la fonction notée
ln telle que

ln = exp−1 .

▶ Propriété : Nous disposons des propriétés suivantes :
• La fonction ln est définie sur R∗

+.
• ∀ x ∈ R, ∀ y ∈ R∗

+, y = ex ⇐⇒ x = ln(y).
• ln(e) = 1 et ln(1) = 0.
• ∀ x ∈ R∗

+, eln x = x.
• ∀ x ∈ R, ln(ex) = x.

▶ Exemple : Étude de f : x 7−→ ln(2x − 1).

■ Dérivée et variations de ln

Propriété (Dérivée de x 7−→ ln x) : La fonction ln est
dérivable sur R∗

+, et on a

∀ x > 0, ln′(x) = 1
x

.

▶ Remarque :
• Au point d’abscisse 1, une équation de la tangente est

y = ln′(1)(x − 1) + ln(1),

c’est-à-dire y = x − 1.

• Au point d’abscisse e, une équation de la tangente est

y = ln′(e)(x − e) + ln(e),

c’est-à-dire y = x − e

e
+ 1, soit y = x

e
.

▶ Propriété (Variations de ln) : La fonction ln est croissante
strictement sur R∗

+.
▶ Propriété (Signe de ln x) : Soit x ∈ R∗

+.
• ln x < 0 ⇐⇒ x ∈ ]0,1[
• ln x ⩾ 0 ⇐⇒ x ∈ [1, + ∞[.

▶ Exemple : Résolution de l’inéquation ln(x2 − 1) < 0.



▶ Propriété (Comparaison de deux logarithmes) : Soient deux
réels a et b strictement positifs.
• a = b ⇐⇒ ln a = ln b.
• a < b ⇐⇒ ln a < ln b.

▶ Exemples : Résolution de l’équation ln(x2 − 1) = ln 2, de
l’inéquation ln(x2 − 1) > ln 2.

▶ Propriété (Dérivée de x 7−→ ln
(
u(x)

)
) : Soit u une fonc-

tion dérivable sur un intervalle I tel que
∀ x ∈ I, u(x) > 0.

La fonction g : x 7−→ ln
(
u(x)

)
est dérivable sur I et,

∀ x ∈ I, g′(x) = u′(x)
u(x) .

▶ Exemples : Dérivée de x 7−→ ln(x2 + 1), de x 7−→
ln(ex − 2).

■ Propriétés algébriques de la fonction ln
▶ Propriété (Action de ln sur la multiplication) : Quels que

soient les réels a et b strictement positifs, nous avons

ln(ab) = ln a + ln b.

▶ Remarque : Si a < 0 et b < 0, alors ab > 0.
Par conséquent ln(ab) est défini mais nous ne pouvons
pas appliquer l’égalité fonctionnelle ci-dessus.

▶ Exemple : Pour tout x ∈ R, ln
Å

e2x

ex + 1

ã
= x − ln(1 +

e−x).

Propriété (Action de ln sur une puissance) : Pour tout
réel a strictement positif et pour tout entier relatif n,
nous avons

ln(an) = n ln a.

▶ Propriété (Action de ln sur la racine n-ième) : Pour tout
réel a strictement positif et tout entier naturel n ⩾ 2,
nous avons

ln n
√

a = 1
n

ln a.

▶ Exemples : Égalités de fonctions avec la même expres-
sion.

■ Représentation graphique de la fonction ln
▶ Propriété (Limites en +∞, en 0) : Nous disposons des

deux résultats suivants :
• lim

x→+∞
ln x = +∞.

• lim
x→0+

ln x = −∞.
▶ Remarque : Puisque lim

x→0+
ln x = −∞, nous en dédui-

sons que la courbe Cln admet la droite des abscisses pour
asymptote verticale.

▶ Exemple : Calcul des limites de la fonction x 7−→
ln x + 1
ln x − 1 aux bornes de son ensemble de définition.

▶ Propriété : Dans un repère orthonormal du plan, les
courbes Cln et Cexp sont symétriques par rapport à la
droite ∆ d’équation y = x.

▶ Remarque : On peut démontrer facilement que cette pro-
priété est générale.
Les représentations graphiques d’une bijection et de sa
fonction réciproque sont symétriques relativement à la
première bissectrice du repère orthonormal considéré.

■ Formes indéterminées logarithmiques
▶ Propriété (Limite de x 7−→ ln x

x
en +∞) : Nous disposons

de la limite suivante

lim
x→+∞

ln x

x
= 0.

▶ Remarques :
▷ Graphiquement, cette limite signifie que, x étant un

réel suffisamment grand, les points d’abscisses x sur
la courbe Cln se rapprochent d’une droite parallèle à
la droite des abscisses.
On dit dans ce cas que la courbe Cln admet en +∞,
une branche parabolique de direction la droite des abs-
cisses.

▷ Nous interprétons aussi cette limite par croissance
comparée, ce qui signifie que la fonction x 7−→ ln x a
une croissance plus lente que la fonction x 7−→ x et
par conséquent est « dominée » par 1

x
, en +∞.

▷ Nous retiendrons que par inverse, nous disposons éga-
lement de la limite suivante

lim
x→+∞

x

ln x
= +∞.

▷ Sans indétermination, nous avons par quotient,

lim
x→0+

ln x

x
= −∞.

▶ Propriété (Croissance comparée de la fonction x 7−→ ln x

avec x 7−→ xn) : Pour tout n ∈ N∗, nous avons

lim
x→+∞

ln x

xn
= 0 et lim

x→+∞

xn

ln x
= +∞.

▶ Remarques :
▷ De la même façon, en posant X = n

√
x = x

1
n , avec

n ⩾ 2 entier, nous justifions

lim
x→+∞

ln x
n
√

x
= 0

En particulier pour n = 2, nous obtenons

lim
x→+∞

ln x√
x

= 0

▷ En termes de croissance comparée, la fonction ln a
une croissance plus lente sur ]0,+∞[ que les fonctions
puissances x 7−→ xn et x 7−→ x

1
n .



▶ Exemple : Calcul des limites en 0+ et +∞ de la fonction
x 7−→

√
x − ln(2x).

▶ Propriété (Limite de x 7−→ x ln x en 0 à droite) : Nous dis-
posons de la limite suivante

lim
x→0+

x ln x = 0.

▶ Remarque :
▷ Sans indétermination, par produit, nous avons

lim
x→+∞

x ln x = +∞.
▷ Nous retenons ce résultat en exprimant que par crois-

sance comparée, x 7−→ ln x est « dominée » par x 7−→
x en 0+.

▶ Propriété (Limite de x 7−→ xn ln x en 0+) : Soit n ∈ N∗.
Nous disposons de la limite suivante

lim
x→0+

xn ln x = 0.

▶ Remarques :
▷ De la même façon, en posant X = n

√
x = x

1
n , avec

n ⩾ 2 entier, nous justifions dans le premier exemple
qui suit.

lim
x→0+

n
√

x ln x = 0

En particulier pour n = 2, nous obtenons

lim
x→0+

√
x ln x = 0.

▷ En termes de croissance comparée, la fonction x 7−→
ln x est « dominée » par les fonctions puissances x 7−→
xn et x 7−→ x

1
n en 0+.

▶ Exemples : lim
x→0+

n
√

x ln x = 0, lim
x→0+

x ln
Å

1 + 1
x2

ã
= 0,

lim
x→0−

x ln
Å

1 + 1
x2

ã
= 0.

▶ Propriété (Limite de x 7−→ ln(1+x)
x

en 0) : Nous disposons
de la limite suivante

lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1

▶ Remarque : En posant, pour tout réel x ̸= 0,

ε(x) = ln(1 + x)
x

− 1

nous en déduisons

ln(1 + x) = x + xε(x), avec lim
x→0

ε(x) = 0

ce qui restitue la fonction x 7−→ x qui est l’approxima-
tion affine tangente en 0 de la fonction x 7−→ ln(1 + x).
On dit aussi que x 7−→ x est le développement limité
d’ordre 1 en 0 de la fonction x 7−→ ln(1 + x).

▶ Exemples : lim
x→1

ln x

x − 1 = 0, lim
n→+∞

ln
(
1 + 1

n

)
1
n

= 1.

■ Fonction logarithme décimal
▶ Définition (Logarithme décimal) : La fonction logarithme

décimal, notée log ou log10, est définie sur ]0, + ∞[ par

∀ x > 0, log(x) = ln x

ln 10 .

▶ Propriété : La fonction log satisfait aux égalités sui-
vantes :
• log 10 = 1 et log 1 = 0.
• ∀ n ∈ Z, log 10n = n.
• ∀ a > 0, ∀ b > 0, log(ab) = log a + log b.
• La fonction log est strictement croissante sur ]0,+∞[.

▶ Remarques :
▷ Toutes les propriétés algébriques de ln restent à dis-

position pour la fonction log.
▷ La fonction log est dérivable sur ]0, + ∞[ et

∀ x > 0, log′(x) = 1
x ln 10 .

▷ La fonction log est utilisée dans de nombreux do-
maines scientifiques . Par exemple, citons

– L’échelle de Richter qui mesure la magnitude
R d’un séisme d’intensité I par la formule

R = log I

I0
,

où I0 est une intensité minimale de référence.

– Le niveau sonore d’un son de pression acous-
tique P est donné, en décibels (dB), par la re-
lation

L = 20 log P

P0
,

où P0 = 20 µPa est la pression minimale en Mi-
cropascals, perceptible par l’oreille humaine.

– Le pH d’une solution aqueuse est donné par la
formule :

pH = − log
[
H3O+] ,

où
[
H3O+] désigne la concentration d’ions

H3O+ (en mol.L−1).
▷ Plus généralement, une fonction logarithme de base a,

avec a > 0 et a ̸= 1, notée loga est définie sur ]0, + ∞[
par

∀ x > 0, loga(x) = ln x

ln a
.

Dans le cas particulier a = 2, la fonction log2 est em-
ployée pour définir l’entropie de Shannon qui est une
fonction mathématique qui mesure la quantité d’infor-
mations contenues ou délivrées par une source d’infor-
mation.

■ Fonctions exponentielles de bases a

▶ Définition : Soit un réel a > 0 tel que a ̸= 1. La fonction
exponentielle de base a, notée expa, est définie sur R par

∀ x ∈ R, expa(x) = ex ln a.

▶ Remarques :

▷ expe = exp : x 7−→ ex.
▷ Si a = 1, alors exp1 : x 7−→ 1.

Ainsi exp1 n’est pas une bijection. C’est pour cette
raison que nous supposons a ̸= 1.



▷ Nous observons les égalités suivantes

∀ n ∈ Z, expa(n) = en ln a =
(
eln a

)n = an

∀ n ∈ N∗, expa

Å 1
n

ã
= e

1
n ln a = e

ln
(

a
1
n

)
= a

1
n .

Nous allons, dans la proposition qui suit, étendre ces
égalités lorsque x ∈ Q, c’est-à-dire si x est un nombre
rationnel, puis lorsque x ∈ R, ce qui donne

∀ x ∈ R, expa(x) = ax = ex ln a.

Propriété : Soit un réel a > 0 tel que a ̸= 1.
Pour tout réel x, nous disposons de l’égalité

expa(x) = ex ln a = ax.

▶ Propriété (Quelques propriétés de la fonction x 7−→ ax) :
Soit un réel a > 0 tel que a ̸= 1.
Nous disposons des propriétés suivantes :
• ∀ x ∈ R, ax > 0.
• ∀ x ∈ R, ln (ax) = x ln a.

• ∀ x ∈ R, loga (ax) = x
• ∀ x ∈ R∗

+, aloga(x) = x.
• ∀ x ∈ R, ∀ y ∈ R∗

+, y = ax ⇐⇒ x = loga(y).
▶ Remarque : Les trois dernières propriétés ci-dessus justi-

fient que les fonctions expa et loga sont réciproques l’une
de l’autre.

▶ Exemple : Résolution de l’équation n2x = 2nx .

▶ Exemple : lim
x→0

ax − 1
x

= ln a.
▶ Propriété : Les propriétés algébriques de la fonction exp :

x 7−→ ex s’étendent aux fonctions expa : x 7−→ ax, avec
a ∈ R∗

+ − {1}, ce qui donne :
• a0 = 1 et a1 = a, et, pour tous les réels x et y,
• ax+y = ax × ay,
• a−x = 1

ax
,

• ax−y = ax

ay
,

• (ax)y = ax×y.
▶ Remarque : Nous avons généralisé aux exposants réels

les règles de calcul sur les puissances d’exposants entiers
que vous connaissez depuis la classe de Troisième.

!
▶ Pour les parties désignées par un symbole

Propriété : une démonstration est exigible.

▶ Une colle comporte une question de cours choisie a priori parmi celles indiquées dans le programme de la semaine
en cours (normalement, ±15 min).
▶ Un cours non appris sera sanctionné par une note inférieure à 10 (même si l’exercice est fait correctement !).
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