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TD 13 Fonctions trigonométriques

Fonctions périodiques

Exercice 1 (% v¢ikyy) Sinus « redressé »
Soit f la fonction définie sur R par f(t) = |sin(nt)].
1. Etudier la parité de la fonction f.
2. Justifier que f est 1-périodique.

3. Représenter graphiquement la fonction f.

Exercice 2 (%% Yr¥) FEtude d’une fonction trigonométrique
2

cos(2z) +2°

1. Quel est ’ensemble de définition de cette fonction ?

On considere la fonction f : z —

O

Etudier la parité de la fonction f. En déduire que sa courbe représentative C + admet un élément
de symétrie.

Montrer que f est m-périodique.

Expliquez comment représenter graphiquement la fonction f?

2
. Justifier que, pour tout réel x, 5 < flz) < 2.

> o oa e

. Déterminer les coordonnées des points communs a la courbe Cy et a la droite d’équation y = 2.
3
Méme question avec la droite d’équation y = 3

a
7. Soit a un réel tel que a > 2. Déterminer une période de la fonction g :  —y —————.
cos(ax) + a

Calculs trigonométriques

Exercice 3 (k% v¢) Formules d’addition

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

sinnr cosnz
1. Quel est 'ensemble de définition de la fonction g : x — — ?
sinpx  cospx
2. Pour = € D, déterminer I'expression la plus simplifiée du réel g(z).

3. Calculer g(x) lorsque n = 3p.




Exercice 4 (%% ¥rYy) Formules d’addition et fonction tan

1. Soient a et b deux réels tels que a # g+k7r, b # g+k7r, a+b # g+k7r, avec k € Z et
tana X tanb # 1. Montrer que
tana + tanb
t )= ———
an(a +b) 1 —tanatanb
En déduire, sous réserve que 1’égalité qui suit soit définie, que

tana — tanb

tan(a —b) = —
( ) 1+ tanatanbd
L. 0
2. Une application : calcul de tan 12 :
14+t
a) Quel est 'ensemble de définition de la fonction g :  — l—i_tﬂ ?
—tanx

b) Justifier que
Ja e }O,g{, Ve e Dy, g(x)=tan(a+z).

5
c) En déduire la valeur exacte de tan l—ﬂ, puis celle de tan %

Exercice 5 (k%% 7¢) Une formule de transformation de produit en somme
1. Soient a et b deux réels quelconques. Etablir 'égalité :

2sinacosb = sin(a + b) 4 sin(a — b)

3 5 6
2. En déduire que 2sin g (cos g + cos 77T + cos ;) = sin 77r Quelle est la valeur exacte de cos T +
3 n om o
cos — + cos — 1
7 7

Exercice 6 (k%% 7¢) Transformations de sommes en produits

. b=
1. Pour tous réels a et b, nous posons { Zj b 75 .
En utilisant les formules qui transforment un produit en une somme établies dans 1’exercice précé-

dent, prouver les formules qui transforment une somme en un produit, c’est-a-dire :

_ p+q pP—4q
cosp + cosq = 2 cos 5 cos 5

B . p+q . p—q
cosp — cosq = —2sin sin 5
sinp—l—sinq:Qsinp;qcos]%
. . P—q p+tq
sinp — sinq¢ = 2sin cos 5

2. Application 1. Résoudre dans R les équations suivantes :
a) sinx + sin2z +sin3z = 0.

b) cosz + cos Tz = cos 4.

3. Application 2. Soient p et q deux réels tels que sinp + sin g # 0. Prouver que

cosp—cosq . P—4

sinp + sinq 2

En déduire la valeur exacte de tan ;—4



Exercice 7 (%% %7Ys) Une équation du 4° degré

1. Résoudre dans R I’équation cos 4x = cos 3z. Donner les solutions de cette équation qui appartiennent
al—mm.
2. Justifier que, pour tout réel z,
a) cos3x = 4cos®x — 3cos,
b) cosdx = 8cos* x — 8cos?x + 1.

3. En déduire la résolution dans R de ’équation

8X4 —4X3 —8X24+3X+1=0

Exercice 8 (k%% 7y) Principe de superposition

Soient un réel w > 0, a et b deux réels non nuls.

1. Justifier les deux encadrements suivants :

b
1 —% <1 et —1<

2. Nous considérons deux fonctions trigonométriques de méme pulsation w, définies pour tout réel ¢,

par : f:t+—> coswt et g :t — sinwt.

Nous superposons ces deux fonctions, c’est-a-dire nous en formons une combinaison linéaire, en
définissant sur R, la fonction h : t — af(t) + bg(t).

Montrer que
d¢ €] —mm], Ve €R, h(t) = Va2 + b?cos(wt — ).
3. Application. Résoudre dans R 1’équation v/3 cos 2z — sin 2z = —2.

Exercice 9 (k% <7c) Expression rationnelle de cosz et sinz
7r
1. En utilisant les formules de passage a 'angle « moitié », montrer que pour tout réel x # 5 [7], nous
disposons des deux égalités :

. 2tanx 1 —tan?zx
Sin2x = ——5— ; cos2x = ————
1+ tan®x 1+ tan®x

x
2. En posant t = tan > avec x Z 7 [27], exprimer rationnellement sin z et cos z en fonction du réel ¢.

Exercice 10 (%% % %) Calcul d’'une somme de fonctions trigonométriques

Soient un réel x # 0 [27] et un entier n € N*.
Nous considérons la fonction (s, ) définie par :

sn(x) = Z cos kx.
k=1

1. En utilisant une des formules qui transforme un produit en une somme vue dans ’exercice 5, montrer
que

2().x7.(+1> o
Sn.TSlIlQ—SlH n 5 T SIH2.

En utilisant une des formules qui transforme une somme en un produit vue dans ’exercice 6, en

déduire . .
sin (n§) cos ((n + 1)§>

in
st

Sn(x) =



2. Pour tout réel x # 0 [27] et tout entier n € N*, en déduire le calcul de la somme

Sp(x) = Z cos? k.
k=1

Exercice 11 (%% %) Une inégalité

Soit & un réel quelconque.
Montrer par récurrence que, pour tout entier n € N* |sinnx| < n|sinz|.

Calculs de limites

Exercice 12 (%k¥c¥ryr) sin d’un angle en degré

s
Soient h € [0,180] et & = ——h les mesures respectivement en degrés et en radians d’'un méme angle.

180 -
Nous définissons la fonction sin®, en posant : sin® h = sin x = sin ﬁh
B . . sin°h
Déterminer lim .
h—0

Exercice 13 (%% ¥r¥r) Une limite remarquable en 0

X
1. Pour tout réel z, justifier que 1 — cosx = 2sin? 5

1—cosx 1
En déduire que la fonction f définie sur R* par f : x —— 3 admet pour limite 3 quand x
x
tend vers 0 .

2. En déduire les limites en a des fonctions suivantes :
1—cosx
sin? 2x

cos2x —1
b) h:z+— —— ena=0,
rsinx

1—+2cosz

cos 2z

a) g:x+—— ,ena=0,

c) k:xvr— ,ena:%.

Exercice 14 (%kYc¥ryr) Limites et fonction tan

tanx
1. Déterminer la limite en 0 de la fonction z —— .
T

tanx — 1

s

T
2. Déterminer la limite en 1 de la fonction z —
r— T

4

Applications de la dérivation de sin et cos

Exercice 15 (%% %7r) Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x + sin(7x).
Nous désignons par Cy la représentation graphique de cette fonction relativement a un repere ortho-
normal du plan.

1. Quelle est la parité de f7 Sur quel intervalle peut-on restreindre 1’étude de f 7

2. a) Montrer que pour tout réel z, f(xz —2) = f(z) — 2.



b) En déduire qu’il existe une translation T' qui laisse globalement invariante la courbe Cy, c’est-
a-dire :
VM eCys, T(M) €Cy.
c) Sur quel intervalle peut-on & nouveau restreindre 1’étude de f 7 Controler graphiquement.

3. Quel est le sens de variation de f sur l'intervalle [0,1] 7 En déduire que la courbe C; admet une
infinité de tangentes horizontales.

4. Montrer que pour tout réel x, nous disposons de la double inégalité : x — 1 < f(z) <z + 1.

5. Etudier Iintersection de la courbe Cy avec la droite (d) d’équation y = « + 1. Traiter la méme
question avec la droite (d') d’équation y = x — 1.

Exercice 16 (k%% %) Inégalité de Huygens
Soit f la fonction définie sur [O,g [ par : f(z) =2sinx + tanz — 3.
1. Justifier que f est dérivable sur [O,g { Montrer qu’il existe un polyndéme p tel que, pour tout réel

T € {O,g {,

T
2. Déterminer le sens de variations de f sur [0,5 [

En déduire I'inégalité de Huygens :

Ve [0%[, 2sinx + tanz > 3.

Exercice 17 (k%% %) Encadrement de sin et cos par des polyndémes

1. En étudiant le sens de variations sur 'intervalle [0, + oo[ de la fonction f : z — x — sin z, justifier,
pour tout réel x > 0, 'inégalité sinx < z.
2. De la méme facon, pour tout réel x > 0, prouver les trois inégalités suivantes :

22
a) 1— > < cosz,

3

b) xf%gsinx,
z? ozt
<l—-—+—
c) cosz 2+24

3. En déduire un encadrement des fonctions x — sinx et x — cosx :
a) sur [0, + oo,
b) sur | — 00,0].

sinx —x L. .
——— ? En déduire que la fonction
x

sinx .
f(m):{ - si x#£0

1 si x=0

4. Application 1. Quelle est la limite en 0 de la fonction 7 : x —
f définie sur R par

est dérivable en 0O .
5. Application 2. Quelle est la limite en +o0o de la suite définie sur N* par

1
n_ 9

n(lfcos%) ’

1 — nsin
Uy =



Exercice 18 (k% %) Une distance minimum

Dans le plan muni d’un repére orthonormal d’origine O, nous donnons un point A(a,b) avec a > 0
et b > 0. Une droite passant par A coupe la droite des abscisses en un point M d’abscisse positive et la
droite de ordonnées en point N d’ordonnée positive.

Nous désignons par :

o« T E }O,g {, une mesure de 'angle O/]\ﬂ7
e d(z) la distance M N.
1. Pour tout z € }O,g {, justifier que
a b

+
cosr sinz

d(z) =
2. Justifier que la fonction d : 2 — d(z) est dérivable sur }O,g [

m b
Montrer que I’équation d’'(x) = 0 admet une solution unique g € }075 [, tel que : tanxzg = \3/j
a

3. Montrer que la fonction d atteint un minimum en xy. Donner un algorithme qui restitue ce minimum,
les valeurs des réels a > 0 et b > 0 étant choisies par 1'utilisateur.

Exercice 19 (k% ¥r7r) Un encadrement de x — cosz

71'
Nous désignons par C la représentation graphique de la fonction x — cos x, lorsque = € [0,5} . Soient

A et B deux points de C d’abscisses respectives z =0 et & = g

1. Déterminer une équation de la tangente (") a la courbe C au point B.
2. Déterminer une équation de la droite (AB).

3. Justifier I'encadrement

Exercice 20 (%% %) Comparaison de deux aires

Soient C un quart de cercle de rayon 1 et M € C. Avec les notations de la figure ci-apres, I’angle TOM

T
a pour mesure en radian le réel t € [0,5 [

J




La tangente en M au quart de cercle C coupe la droite (OI) en un point A.
Nous proposons de comparer laire f(¢) du secteur angulaire JOM avec l'aire g(t) de la partie du plan

OM A située a I'extérieur du secteur. Pour cela, nous posons, pour tout réel ¢ € {O,g {, h(t) = f(t)—g(2).

1. Prouver que, pour tout réel t € [O,g [7

2. En étudiant le sens de variations de la fonction h sur {O,g {, justifier que 1’équation h(t) = 0 admet

T
une unique solution tg € ]0,5 [

3. En utilisant I'algorithme de dichotomie ou celui de Newton donner une valeur approchée avec une
précision choisie par I'utilisateur. Conclure.




