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Correspondances, fonctions, applications

Exercice 1 (kK Y)
1. SiT = {(t%t) | t € R}, le triplet (R4 ,R,I") est-il une application ?
2. SiT = {(t%t) | t € Ry}, le triplet (R,R,T) est-il une application ?

On rappelle qu’une correspondance de E vers F' est une application si, et seulement si, son graphe
I" est fonctionnel (pour tout z € E, il existe au plus un y € F tel que (z,y) € I') et si son ensemble
de définition {z € F | Jy € F, (z,y) € I'} est E tout entier (pour tout z € E, il existe au moins
un tel y).
1. Ici Pensemble de départ est E = R, et I’ensemble d’arrivée est F' = R. Pour tout ¢t € R, on
at?€R,,doncT C Ry x R : T est bien un graphe de R, vers R.
Le graphe T n’est pas fonctionnel : en prenant ¢ = 1 puis ¢ = —1, on obtient (1,1) € T et
(1,—1) € T. L’élément x = 1 de E est donc en correspondance avec deux éléments distincts
de F.

’ Le triplet (Ry,R,I") n’est pas une application. ‘

2. Ici E=Ret F =R,. Pour tout t € Ry, (t>,t) € R x Ry, donc I est un graphe de R vers
R,.
Ce graphe est fonctionnel : soit € R et y,y’ € Ry tels que (z,y) € T et (x,y') € T. Alors
y? =z =42, donc y = 3’ puisque y et y’ sont positifs.
En revanche, ’ensemble de définition de la correspondance est

{reR|JyeR, z=9*} =R, #R.

Par exemple, x = —1 n’est en correspondance avec aucun élément de F'.

’ Le triplet (R,R,I") n’est pas une application ‘ : ¢’est une fonction de R vers R, d’ensemble

de définition Ry (il s’agit de x — /). Le triplet (Ry,R.,I") serait, lui, une application.

Injections, surjections, bijections

Exercice 2 (%% kys) Déterminer si les applications suivantes sont injectives, surjectives ou bijectives :

1. f 10,+ 0] — R4 4 f R? — R?
o T wy @) (@t yay)

5. f R? — R
2. f, 1,4+ 0] — Ry . - J5 (zy) — z— 1>

T — T+ N 7
—

3. f R2 s R2 6. fs no 5 si n est pair
B () — (z—y, -2z +2y) —24l sinon.




1 B9 1 —1)2
1. Pour tout z > 0, onafl(x)f2:x72+f:x T =)
i

>0, donc f1(z) > 2.
%

1 5 1 1 5
e f; n’est pas injective : f1(2) =2+ 5= 3 et f1(§) ==-4+2= 5 avec 24—
e f1 n'est pas surjective : 1 € Ry n’a pas d’antécédent puisque fi(x) > 2 pour tout = > 0.

’fl n’est ni injective, ni surjective. ‘

1 z2-1
2. fy est dérivable sur [1, + oo et, pour tout = > 1, fi(z) =1 - — = —5— > 0, avec égalité
% %
seulement en z = 1. Donc f, est strictement croissante sur [1, + ool.
e fo est injective : si x3 < xo dans [1, + oof, alors fa(x1) < fa(z2), donc
z1 # 13 = fo(z1) # fa(22).
e f> n’est pas surjective : pour tout x > 1, fao(x) > fo(l) = 2, donc 0 € Ry n’a pas
d’antécédent.

’ fo est injective mais pas surjective. ‘
. Pour tout (z,y) € R?, f3(z,y) = (z —y) (1, — 2).
e f3 n'est pas injective : f3(1,1) = (0,0) = f3(0,0) et (1,1) # (0,0).

e f3 n’est pas surjective : toute image est de la forme (u,—2u) avec u € R. Le couple (1,0)
n’est pas de cette forme (il faudrait u = 1 et —2u = 0), donc il n’a pas d’antécédent.
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’ f3 n’est ni injective, ni surjective. ‘

4. e fyn’est pas injective : f4(1,2) = (3,2) = fa(2,1) et (1,2) # (2,1).
e f4 n’est pas surjective : le couple (0,1) n’a pas d’antécédent. En effet, f4(z,y) = (0,1)
signifie y = —x et xy = 1, soit —2 = 1, ce qui est impossible dans R.

’ fa n’est ni injective, ni surjective. ‘

5. e f5 n’est pas injective : f5(1,1) =0= f5(1,—1) et (1,1) # (1, —1).
e f5 est surjective : pour tout z € R, on a f5(z,0) = z—02? = 2, donc z admet antécédent
(2,0).
’ f5 est surjective mais pas injective. ‘

n
6. On remarque d’abord que, si n est pair, fg(n) = 3 € N, et si n est impair,

fo(n) = == ;r .
fs(n).
e fs est injective. Soit (n,m) € N? tel que fs(n) = fs(m).

€ Z* (entier strictement négatif). La parité de n se lit donc sur le signe de

Si fe(n) > 0, alors n et m sont pairs et % = %, d’ott n = m.
n+l  m+1

Si fe(n) < 0, alors n et m sont impairs et — , d’ott n =m.

2 2
o fg est surjective. Soit p € Z.
Sip >0, alors 2p € N est pair et fs(2p) = p.
Si p < 0, on pose Kk = —p —1 € N; alors 2k + 1 € N est impair et
2k + 2
fe(2k+1) = — 5 =—(k+1)=p.

’ fe est bijective. ‘

Exercice 3 (ki) obligatoire Soit f € FF. Montrer que les propositions suivantes sont

équivalentes (penser a un raisonnement circulaire) :
(¢) Lapplication f est injective.
(i) Tout élément de F' posséde au plus un antécédent par f.
(éi1) Pour tout y € F, 'équation f(z) =y possede au plus une solution.
(iv) V(z1,22) € B2, (f(z1) = f(z2) = 21 = 2).



On rappelle la définition du cours : f est injective si
V(x1,22) € E?, @1 #xy = f(21) # f(22).
On raisonne de fagon circulaire : (i) = (i1) = (ii1) = (iv) = (i).

e | (i) = (i1)|Supposons f injective. Soit y € F' et supposons, par 'absurde, que y posséde
deux antécédents distincts 21 # x2. Alors f(x1) = y = f(z2), ce qui contredit I'injectivité
de f (on devrait avoir f(x1) # f(x2)). Donc y possede au plus un antécédent.

o | (ii) = (iii) | Soit y € F. Les solutions de I'équation f(z) = y, d’inconnue = € FE, sont
exactement les antécédents de y par f. D’apres (i), il y en a au plus un.

o | (iii) = (iv)| Soit (z1,22) € E? tel que f(z1) = f(x2). Posons y = f(z1) € F. Alors z;
et x5 sont deux solutions de I’équation f(z) = y, qui posséde au plus une solution d’apres
(#i7). Donc z1 = xs.

e | (iv) = (i) |Soit (z1,2) € E?. L’implication z1 # xo = f(z1) # f(z2) est la contra-
posée de f(x1) = f(xa) = 21 = xa, qui est vraie d’apreés (iv). Donc f est injective.

Les quatre propositions sont donc équivalentes.

Exercice 4 (ki) obligatoire| Soit f € FF. Montrer que les propositions suivantes sont

équivalentes :
(¢) L’application f est surjective.
(i) Tout élément de F a au moins un antécédent par f.
(%) Pour tout y € F, 'équation f(z) = y posseéde au moins une solution.
() Vye F, 3z € E, y= f(z).

~

On rappelle la définition du cours : f est surjective si Vy € F, 3z € E, y = f(x). On raisonne
encore de fagon circulaire.

e | (i) = (i1)| Supposons f surjective et soit y € F. Par définition, il existe x € E tel que

y = f(x) : cet élément x est un antécédent de y. Donc y a au moins un antécédent.

e | (i1) = (ii4) | Soit y € F. Un antécédent de y est exactement une solution de I’équation

f(x) =y d’inconnue x € E. D’apres (i), cette équation posseéde donc au moins une solution.
o | (7i1) = (iv)|Soit y € F. D’apres (ii1), '’équation f(x) = y posséde au moins une solution,
c’est-a-dire qu’il existe = € E tel que y = f(x). C’est exactement (iv).
e | (iv) = (i) | La proposition (iv) est la définition de la surjectivité de f.

Les quatre propositions sont donc équivalentes.

Exercice 5 (ki) obligatoire| Soit f € FF. Montrer que les propositions suivantes sont

équivalentes :
(¢) L’application f est bijective.
(i) Tout élément de F' a un et un seul antécédent par f.

(#i) Pour tout y € F, 'équation f(z) = y posséde une unique solution.
() Yye F,3lx e E, y= f(x).

On rappelle que f est bijective si elle est a la fois injective et surjective. On utilise les caractéri-
sations des exercices 3 et 4.

e | (i) = (i1)| Supposons f bijective et soit y € F. Comme f est injective, y a au plus un



antécédent (exercice 3). Comme f est surjective, y a au moins un antécédent (exercice 4).
Donc y a un et un seul antécédent.

o | (i1) = (it3)| Soit y € F. Les solutions de I’équation f(z) = y d’inconnue x € E sont
exactement les antécédents de y. D’apres (i), il y en a exactement un : ’équation possede
une unique solution.

e | (i) = (iv)|Soit y € F'. Dire que ’équation f(x) =y posséde une unique solution, c’est
dire qu'il existe un unique x € E tel que y = f(x). Clest (iv).

e | (iv) = (i)|Supposons (iv).

Surjectivité : pour tout y € F, il existe (au moins) un = € E tel que y = f(x), donc f est
surjective (exercice 4).

Injectivité : soit (w1,m2) € E? tel que f(z1) = f(xa). Posons y = f(x1). Alors x1 et xo
vérifient tous deux y = f(z); par unicité dans (iv), 1 = x2. Donc f est injective (exercice
3).

Ainsi, f est bijective.

Les quatre propositions sont donc équivalentes.

Exercice 6 (k% %%) Soit F et F deux ensembles non vides. Montrer qu’il existe une application
injective de F¥ dans F' si et seulement s’il existe une application surjective de F' dans F.

Supposons qu’il existe une injection f de E vers F. Chaque élément de f(FE) a donc exac-
tement un antécédent par f. Soit xg € E. Soit g : FF — E lapplication définie ainsi : si
y € f(E), alors g(y) est 'unique antécédent de y par f;siy ¢ f(E), g(y) = zo. L’application
g est bien définie. Montrons qu’elle est surjective. Soit © € E. Soit y son image par f. Par
définition, y € f(F), donc g(y) est 'unique antécédent de y par f, donc g(y) = z. Donc = a
au moins un antécédent par g, donc g est surjective. Donc il existe une surjection de F' vers
E. (remarque : lapplication g dépend du choix de xp, mais peu importe : pour n’importe
quel choix de xg, elle est bien définie et surjective).

Réciproquement, supposons qu’il existe une surjection g de F' vers E. Chaque élément de
FE a donc au moins un antécédent par g. Pour chaque élément x de F, choisissons un de
ses antécédents par g (peu importe lequel), et appelons-le f(z). Cela définit une application
f: E — F. Montrons que cette application est injective. Soit x € E. Par définition, f(z)
est un antécédent de x par g, donc g(f(x)) = x, donc go f = Idg, donc g o f est bijective,
donc injective. Donc f est injective. Donc il existe une injection de E dans F.

‘Il existe une injection de E dans F’ si, et seulement si, il existe une surjection de F' dans F. ‘

Application réciproque

Exercice 7 (K¥¢¥eYy) Pour chacune des applications f suivantes, donner Pensemble d’arrivée J tel
que f soit bijective. Expliciter ensuite sa réciproque.

1. f R — J Ry — J
: r — 1+e€” 3. f RN 1
1+ 22
2. f R+ 4) J.’E 4 f ]R+ — J
T *5*1 ’ z — z(l+x)

Méthode. Pour y réel, on résout ’équation f(x) = y d’inconnue x dans l'ensemble de départ.
L’ensemble J des y pour lesquels elle admet une solution est 'image de f; si, pour tout y € J,



cette solution est unique, alors f : E — J est bijective et ’expression de la solution en fonction
de y donne f~1.
1. Soit y e Retz € R.Onal+e® =y < e =y — 1. Comme e* > 0, cette équation
n’a pas de solution si y < 1; si y > 1, elle équivaut & 2 = In(y — 1) (unique solution). Donc
J=]1,+o0f et

J1,+00[ — R

J =L, aesl; I y — In(y—1)

%
2. Soity e Ret z € Ry. On a =5 —1l=y < a2 =-2(y+1) = —2y — 2. Cette unique
solution appartient a R si, et seulement si, -2y —2 > 0 <= y < —1. Donc

J:]*OO’*l]a f71

3. Soit y € Ret x € Ry. Comme 1+ 22 >0, on a f(z) >0 :siy <0, pas de solution. Pour

y>0:
1 1 1—
5 =Y — 1+2°=- < x2=—y.
1+ Y Y

Puisque z > 0, cette équation a une solution si, et seulement si, — > 0, c’est-a-dire y < 1

(car y > 0), et elle est alors unique : * = / —=. Donc
Y

. ]0,1] — R+
J :]031] ) f y — T—y
Y

4. Soity e Retz € R,.Onaz(l+2) =y <= 2%2+x—y=0. Le discriminant de ce trinéme
est A =1+ 4y.

1
e Siy< 7 A < 0 : pas de solution réelle.

1
e Si —— < y < 0, les racines réelles ont pour somme —1 < 0 et pour produit —y > 0 :

elles sont toutes deux strictement négatives, donc aucune n’est dans R .

—1+1+4y On
—5

zy 20 <= J1+4dy > 1 < y > 0, ce qui est le cas. L’équation a donc une

-1+ v1+4y
—

eSi y > 0, les racines sont z4 = a x— < 0, et

unique solution dans Ry : x =

Donc

R+ S R+

J=R,, f! —1+4+I+4y
2

y

Exercice 8 (%% %) Soit F un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. On considére Pappli-
cation

f P(E) — P(A) xP(B)
X — (XNAXnNB)
1. Montrer que f est injective si et seulement si AU B = E.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = @.

3. Dans le cas ou f est bijective, déterminer son application réciproque.



1. Supposons f injective. Alors :
V(Xl,XQ) & P(E)2, f(Xl) = f(XQ) — X; = Xs.

D™une part, f(AUB) = (AUB)NA,(AUB)NB) = (A,B).
D’autre part, f(E) = (ENAENB) = (A,B).
Ainsi, f(AUB) = f(E), donc AUB = E.
Supposons AU B = E. Soit (X1,X3) € P(E)? tel que f(X;) = f(X32). On a donc
XlﬂA:XgﬂAet XlﬂB:XgmB, d’ou :

(X1iNA)U(XiNB)=(X2NA)U(X2NB).

OI‘, commeAUB:E, (XlﬂA)U(Xl ﬂB) =X1 et (XQOA)U(XQQB) ZXQ.
Ainsi, X; = X5. On a donc f injective.
En conclusion, ‘ f injective <— AUB = FE. ‘

2. Supposons f surjective. Alors :
V(Y1,Y2) € P(A) x P(B), X e P(E), (Y1,Y2) = f(X).

En particulier, on peut trouver X € P(E) tel que (8,ANB) = f(X) = (XNAXNDB).
Ainsi, XNA=2 et XNB=ANDB. On a donc :

g=0NB=(XNANB=(XNB)NA=(ANB)NA=ANB

Dout ANB=2.
Supposons AN B = @. Soit (Y1,Y2) € P(A) x P(B). Onadonc Y1NB=Y,NA=2.
Posons X = Y; UY5. Alors :
f(X)=((Y1UY2)NA,(Y1 UY2) N B)
(inA)U(Y2nA),(YinB)U (Y2 B))
— (YuYa).

Ainsi, f est surjective.

En conclusion, ‘ f surjective <—= AN B =0. ‘

3. Supposons AUB=Fet ANB=02.
P(A) x P(B) — P(E)

(Xl,XQ) — X7 UX,
Pour tout X € P(E), on a :

Soit g

gof(X)=g(XNAXNB)
=(XNA)UXnNB)
=X carAUB=F.

Ainsi, go f = Idp(E)
Par ailleurs, pour tout (X7,X.

P(A) x P(B),on a :

= ((X1UX2)NA,(X1UX,) N B)

2) €
fog(X1,Xz) = f(X1 U X>)

(¢

(X1NA)U (X2nA),(X1NB)U(X2N B))
—(Xl,XQ) CaI‘X1CA, XoCBet ANB=a.

Ainsi, fog=Idp)xpr(B)-
Les applications f et g sont donc bijectives et réciproques I'une de I'autre, on a :

1 P(A) x P(B) — P(E)
(Xl,XQ) — X1UX2




Composition des applications

Exercice 9 (k¥r¥ri) Soit u: E — Fetv: F — E. A quelle condition sur E et F a-t-on
uov=vou?

Les deux composées sont bien définies : uov: F — Fetvou: F — E.

Deux applications sont égales si, et seulement si, elles ont le méme ensemble de départ, le méme
ensemble d’arrivée et les mémes images. L’égalité u o v = v o u impose donc en particulier F' = FE
(ensembles de départ) : ‘il est nécessaire que £ = F.

Cette condition n’est pas suffisante : lorsque E = F, les deux composées ont méme ensemble de
départ et d’arrivée, mais elles n’ont pas de raison de coincider. Par exemple, avec £ = F = R,
u:x+—x+1etwv:xr+— 2x, on a, pour tout réel x,

uov(r)=2x+1 et vou(x) =2x + 2,

donc u o v # vowu. L’égalité uov = vowu n’a donc de sens que si £ = F et elle dépend alors des
applications u et v choisies (la composition n’est pas commutative en général).

Exercice 10 (G ¥s¥eix) Soit F = F = N. Soient f et g deux applications de N dans N, telles que :
VneN, f(n)=2n et VneN, g2n)=netg2n+1)=0.

1. f et g sont-elles injectives ? surjectives ?
2. Calculer go f puis fog.

3. Conclure.

1. e f est injective : pour (n,m) € N2, f(n) = f(m) = 2n=2m = n=m.
e f n’est pas surjective : f(n) = 2n est pair pour tout n, donc 1 n’a pas d’antécédent par
f.
e g n’est pas injective : g(1) = ¢g(3) = 0 (tous les impairs ont pour image 0) et 1 # 3.
e ¢ est surjective : pour tout n € N, g(2n) = n, donc n admet 2n pour antécédent.

’ f est injective non surjective ; g est surjective non injective. ‘

2. Pour tout n € N, go f(n) = g(2n) = n. Donc m
Pour n € N : si n est pair, n = 2k avec k € Net fog(n) = f(k) =2k = n; si n est impair,
g(n) =0et fog(n)= f(0) =0. Donc

N — N

n sin est pair
fosln e
0 sin est impair.

En particulier f o g(1) =0 # 1, donc f o g # Idy.

3. On a go f = Idy sans que f ni g soient bijectives, et sans que f o g = Idy.

Une seule des deux égalités go f = Idg, f o g = Idr ne suffit pas pour conclure que f et
g sont bijectives : il faut les deux (proposition du cours).

On retrouve en revanche que g o f injective entraine f injective, et g o f surjective entraine
g surjective.




Fonction indicatrice (ou caractéristique)

Exercice 11 (%% vrvc) Soit E un ensemble, A et B des sous-ensembles de E.
1. Rappeler les fonctions caractéristiques de A, AN B, AU B en fonction de 14 et 15.
2. Retrouver, a ’aide des fonctions indicatrices, que AN B=AUB < A=B.

1. D’apres le cours :

|17=1-14, lanp=1axlp, lap=1la+1p-1axlp.|

2. On utilise le fait que deux parties de E sont égales si, et seulement si, elles ont la méme
fonction indicatrice (Papplication A — 14 est une bijection de P(E) sur F(E,{0,1})). On
utilise aussi que 14 ne prend que les valeurs 0 et 1, donc 1?4 = 14, et de méme 123 = 1g.

On a alors :

ANB=AUB <= 14~ =14uB
— 141lp=1,+15 - 1415
< 1,+1—-21415=0
= 14 +1% - 21415=0
— (1,-15)%*=0
<~ 1,-15=0
— 1,=1p
<— A=0B.

(Ces égalités de fonctions s’entendent en tout point z € E; 'avant-derniére équivalence
utilise qu’un réel de carré nul est nul.)

[ANB=AUB < A=B.]

Exercice 12 (&%) Soit Aj, As et Aj trois parties de E. On pose A = A; U Ay U As.
1. Montrer que 1 —14 = (1 —14,)(1 —1,4,)(1 —14,).
2. En déduire, E étant un ensemble fini :

Card A = Card A; + Card Ay + Card A3 — Card A3 N A3 — Card A; N A3 — Card A; N Aq
+ Card A]_ n A2 n A3.

1. Par les lois de De Morgan, A = A, U Ay U A3 = A, N Ay N A3. En utilisant l+=1-1x et
lxny = 1x1ly :

1-14=17=1r =151l =(1-14,)(1 - 14,)(1 - La,).

1

[1-24=(1-14)(1—14,)(1 - La,)]

2. On développe le produit : pour tous réels a,b,c,

1-a)(1-b(1—-c)=1—a—b—c+ab+ ac+ bc— abc.
Avec a =14,,b=14,, c =14, et 1x1y = 1xny, la question 1 donne :
1a=14, + 14, +1a; — 14,04, — Lainas — 1asnas + 1ainasna,-
Comme E est fini, pour toute partie X de E, on a Z 1x(x) = Card X (chaque élément de

TEE
X compte pour 1, les autres pour 0). En sommant ’égalité précédente sur tous les z € F :

Card A = Card A; + Card Ay + Card A3 — Card A N A3 — Card A; N Az — Card A1 N As
I Card A1 n A2 n Ag.




Images directes et réciproques d’ensembles

Exercice 13 (K ¥ricvr) Soit f la fonction de R vers R définie par f(x) := cosz pour tout x dans R.

Déterminer les ensembles suivants :

1. f((R) ) 5 f_1< {éﬁ}) 8. f(f1({o})
2. f([0,7] ) .
3. f %g}) 6. f71([0.1]) 9 1 (f([OED>
4. ({0} 7. fH(F({0})) 10. f(f71([0,1]))-

On rappelle que f(A) = {cosx |z € A} et f~1(B) = {x € R | cosx € B}; la notation f~1(B) ne

suppose pas [ bijective (et cos ne l'est pas sur R).
1. Pour tout réel z, —1 < cosz < 1, donc f(R) C [—1,1]. Réciproquement, cos est continue sur
[0,7], avec cos0 = 1 et cosm = —1 : par le théoreme des valeurs intermédiaires, toute valeur

de [—1,1] est atteinte. | f(R) = [—1,1].

2. Par le méme argument (continuité et valeurs 1 et —1 aux bornes), | f([0,7]) = [—1,1].

3. Sur [—%,Z], cos est positive, continue, prend la valeur 0 en £7% et la valeur 1 en 0; elle
([-%.3]) = [0.1].

prend donc toutes les valeurs de [0,1] et aucune autre.

f
4. cosz =0 <~ x:g [7].| f71({0}) = {g—i—kw‘keZ}.

V3

5. cosz = -5 = cos% — x = % 27] ou z = —% [27].
({8)) = {F+omr|kezfu{-Z +omn|hez}.

6. Comme cosz < 1 pour tout =, f1([0,1]) = {z € R | cosz > 0}. Sur

une période [—m,7], cosx > 0 —= Tz € [ ’277’27] et cos est 2m-périodique.

F7H(0,0) = U [-5 + 2%m. 5 + 26r].

kEZ

7. f({0}) = {cos0} = {1}, et cosz =1 <= =z =0 [27]. | [~ (f({0})) = {2kn | k € Z}.| On

remarque que cet ensemble contient strictement {0}.

8. Tous les éléments de f~!1({0}) ont pour image 0, et cet ensemble n’est pas vide.
F(f71({0})) = {0}

9. Sur [0,%], cos est continue, décroissante de 1 a 0, donc f ([0,%]) = [0,1], et d’apres la

question 6 : | = (£ ([0,Z])) = U [—5 + 2k, T TRl 2]4:77} La encore, cet ensemble contient
kEZ

strictement [0,%].
10. Les éléments de f~'([0,1]) ont leur image dans [0,1], donc f(f~'([0,1])) C [0,1]. Réciproque-
ment, f~*([0,1]) contient [—%,%], dont 'image est [0,1] (question 3). | f(f~1([0,1])) = [0,1].

Exercice 14 (k& ycy) Soit f : E — F une application et soient A et B deux parties
de E, C et D deux parties de F.
Montrer que :

1. f(AUB) = f(4)U (B).



S o w

- f(ANB) C f(A) N f(B).
f7UenD) = fHC) N fHD).
- fTHCUD) = fTHC) U FTHD).
FF o) ce.

FUf(A) D A

On utilise les définitions : pour A C E, y € f(A) < 3FJz € A, y = f(x); pour C C F,
x € f71(0) = f(x)eC.

1. Soit y € F. On a :

y€ f(AUB) < Jz € AUB, y = f(x)
< (Jze A, y=f(x)) ou (JzeB,y=f(z))
<~ ye f(A)ouye f(B)
< y € f(A)U f(B).

[f(AUB) = f(4) U £(B). ]

. Soit y € f(AN B). 1l existe z € AN B tel que y = f(z). Comme = € A, y € f(A); comme

z € B, ye€ f(B). Donc y € f(A)N f(B). \f(Am B) C f(A)n f(B).\

L’inclusion réciproque est fausse en général : pour f : x — 2% de R dans R, A = R, et
B=R_,ona f(ANB) = f({0}) = {0} mais f(A)N f(B) =R,.

. Soitz € E.On a:

z€ fT(CND) < f(x)eCND < (f(x)eCet f(z) € D)
e zefHO)n D).

FCnD) =0 (D) ]

. De méme, pour z € E :

z€ fTH(CUD) < f(z) eCUD <= (f(z) € C ou f(z) € D)
«— refHo)uf (D).

[F(cuD)=f1(C)uf(D)]

. Soit y € f(f1(C)). Nexiste z € f~H(C) tel que y = f(x). Or x € f~(C) signifie f(z) € C,

donc y € C. ‘ f(f71©)) c C’.‘

. Soit z € A. Alors f(x) € f(A) par définition de I'image directe, c’est-a-dire = € f~1(f(4)).

Ac f7H(f(A)).

Exercice 15 (kK Yrv%) Soit F et F' deux ensembles, et f une application de E vers F.

1.

2.
3.
4.

Montrer quon aVACE, AC ffl(f(A)).

Montrer que f est injective si et seulement si pour tout A C E, A= f~'(f(A)).
Montrer quon aVB C F, f(f~1(B)) C B.

Montrer que f est surjective si et seulement si pour tout B C F, B = f(f~*(B)).

1. Soit AC E et € A. Alors f(x) € f(A), donc z € f~1(f(A)).|AC fH(f(A)).

2. Supposons f injective et soit A C FE. D’apreés la question 1, il reste a montrer

F7H(f(A)) € A Soit z € f71(f(A)) : on a f(z) € f(A), donc il existe a € A tel
que f(z) = f(a). Par injectivité de f, z = a, donc z € A. Ainsi A = f~1(f(4)).
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Réciproquement, supposons que pour toute partiec A de E, A = f_l(f(A)). Soit
(v1,72) € E? tel que f(x1) = f(x2). Appliquons Ihypothese & A = {z1} :
f(A) = {f(@1)} et f(z2) = f(x1) € f(A), donc z2 € f71(f(A)) = A = {21}. Do

To = x1 : f est injective.
[ injective <= VAC E, A= f~1(f(4)). ‘

3. Soit BC Fetye f(f’l(B)). Il existe x € f~1(B) tel que y = f(x), et x € f~1(B) signifie
f(z) € B.Donc y € B. | f(f~*(B)) C B.

4. Supposons [ surjective et soit B C F. D’apres la question 3, il reste a montrer
B C f(f~(B)). Soit y € B. Par surjectivité, il existe = € E tel que y = f(z);
alors f(z) € B, donc z € f~1(B), et y = f(z) € f(f~1(B)). Ainsi B = f(f~1(B)).

Réciproquement, supposons que pour toute partie B de F', B = f ( f *1(3)). Appliquons
I'hypothése a B = F : comme f~1(F)={z € E | f(z) € F} = E,on obtient F = f(E).
Tout élément de F' est donc I'image d’un élément de E : f est surjective.

[ surjective <= VB CF, B= f(f~'(B)).

Exercice 16 (%% % %) Soit F et F deux ensembles, et f une application de F vers F. On considére
les applications :
PE) — P(F)
Pl A
et
P(F) — P(E)
1B s B

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

a) f est injective
b) ¢ est injective
c) 1 est surjective
2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
a) f est surjective
b) ¢ est surjective
c) 9 est injective

On utilise librement les résultats de ’exercice 15 : pour toute partie A de E et toute partie
B de F, A C f’l(f(A)) et f(ffl(B)) C B, avec égalité pour tout A si, et seulement si, f
est injective, et égalité pour tout B si, et seulement si, f est surjective. On remarque aussi que
Yo d(A) = f1(f(A)) et pov(B) = f(f1(B)).
1. On montre (a) <= (b) puis (a) < (c).
e | (a) = (b)|Supposons f injective. Soit (A,A4’) € P(E)? tel que ¢(A) = ¢(A’), c’est-
a~dire f(A) = f(A’). Alors, d’aprés lexercice 15 (question 2),
A=) = FH(FA)) =4
Donc ¢ est injective.

e | (b)) = (a) | Supposons ¢ injective. Soit (z1,r2) € E? tel que f(z1) = f(x3). Alors
S D) = (a1} = {f(z2)} = #({22}), donc {z1} = {z2} par injectivité de ¢, d'oi

21 = xo. Donc f est injective.
e | (a) = (c¢)|Supposons f injective. Soit A € P(FE). Posons B = f(A) € P(F); alors,
d’aprés Dexercice 15 (question 2), ¥(B) = f~'(f(A)) = A. Tout élément de P(E) a
donc un antécédent par v : 1 est surjective.
e [(c) = (a)| Supposons 1 surjective. Soit (x1,72) € E? tel que f(z1) = f(x2).
partie {z1} de E admet un antécédent par 1 : il existe B C F tel que f~1(B) = {z1}.
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Comme x, € f~1(B), on a f(x1) € B, donc f(x3) € B, donc x5 € f~1(B) = {1},
d’olt 2 = x1. Donc f est injective.

’f injective <= ¢ injective <= 9 surjective.‘

2. On montre de méme (a) <= (b) puis (a) < (¢).
e |(a) = (b)|Supposons f surjective. Soit B € P(F). Posons A = f~1(B) € P(E);
alors, d’apres l'exercice 15 (question 4), ¢(A) = f(f’l(B)) = B. Donc ¢ est surjective.
° M Supposons ¢ surjective. La partie F' de F' admet un antécédent : il existe

AC Etelque f(A)=F.Comme AC E,ona F = f(A) C f(E) C F,donc f(E)=F:
f est surjective.

e |(a) = (c)| Supposons f surjective. Soit (B,B’) € P(F)? tel que ¥(B) = ¢(B’),
c’est-a-dire f~1(B) = f~1(B’). Alors, d’aprés I'exercice 15 (question 4),

B=f(f"\(B)) = f(f"\(B)) = B.

Donc 9 est injective.

e | (c) = (a)|Supposons ¥ injective. On a f~1(F) = E et, d’apreés 'exercice 15 (ques-
tion 1) appliqué a A = E, E C f’l(f(E)) C E, donc f’l(f(E)) = FE. Ainsi
Y(f(E)) = E = ¢(F), et I'injectivité de 1) donne f(E) = F : f est surjective.

’f surjective <= ¢ surjective <= ¥ injective.‘

Familles indexées

Exercice 17 (k%% %) Pour tout h € R, on pose J; = |—h,h[. Montrer que :

() Jn=1{0} et U =R

heR?, heR?,

On rappelle que x appartient a l'intersection si, et seulement si, x € J, pour tout h € R%, et a
la réunion si, et seulement si, x € J, pour au moins un h € R7. De plus, pour h > 0 et z € R,
z€J, < —h<z<h < |z|] <h.

o Intersection. Pour tout h > 0, |0| =0 < h, donc 0 € Jj, : ainsi {0} C ﬂ Ih.
heR?%
Réciproquement, soit x € ﬂ Jp et supposons par l'absurde z # 0. Alors hy = |x| est
heR?.
un élément de R, et € Jp, donnerait |z| < |z|, ce qui est faux. Donc z = 0, d’ou

ﬂ Jn C {0}. Finalement, m Jn = {0}.
her?, her?.

e Réunion. Chaque J, est une partie de R, donc U Jy C R. Réciproquement, soit € R.
heR?
Posons hg = |z| + 1 € R%. Alors |z| < hg, donc & € Jp,, et = € U Jp. D’ou R C U Ih-
heR?, heR?,

Finalement, U Jn =R.
heR?
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