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Chapitre 5 : Structures Algébriques

De la Lo1 de Composition aux Espaces Vectoriels

1. Lois de composition
o Internes et Externes
2. Structures Fondamentales
o @Groupes, Anneaux et Corps
3. La Synthese
o Espaces Vectoriels et Applications Linéaires
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5.1 Lois de Composition Internes

Définition

Soit £ un ensemble non vide. Une loi
de composition interne est une

application :

x:ExFE—>F

(z,y) ~» z*xy

L'élément x x y est appelé le
« composeé » de z et y.

:c "
Iﬂ *x B > 2 =T XY
Y J

Exemples Fondamentaux
e L'additiondans R : (z,y) » z +y

e | 'addition dans R" :
(mla ooy mﬂ.) + (yla 3 yn) e (3314‘3}1: ceey mn"'yn)

e Composition des translations dans 7 :
tg oly = titg
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Propriétés d'une Loi (E, )

(A) Associativité

Le parenthésage n'influe pas sur le
résultat.

V(z,y,2) € E3, (z*y) x2=x % (y *2)

(C) Commutativité

Lordre des éléments n'importe pas.

V(z,y) € E*’,zxy=y*z

(N) Elément Neutre

Il existe un élément e qui ne modifie
pas les autres.

de€e E.Nt € E,xxe=exx==C

(S) Symétrisabilité
Tout élément a un inverse.
VexeE,dx’ e E,zxzx' =z'xz=¢€

(Ex : dans R, le symétrique est l'opposé —x)
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Morphismes de Structures

Définition

Soient (E, x) et (F',0) deux ensembles
structurés. Une application f : E — F
est un morphisme si :

V@y) €% floxy) = f@)Of6)

Endomorphisme Isomorphisme Automorphisme
Morphisme de (E, ) Morphisme bijectif (f Endomorphisme bijectif.
dans lui-méme. est aussi un morphisme).

Exemple : La fonction exponentielle est un isomorphisme de (R, +) vers (R, x).
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5.1.2 Lois de Composition Externes

Contexte : K est un corps (ex: R ou C).

Définiti
i

Une loi externe sur £ a opérateurs dans K
est une application :

- KxE—>FE
(Az)— A2

Examples
1. Multiplicationdans R" : A - (z1,...,2Z,) = (Az1,..., Axy,)

2. Géométrie : Multiplication d'un vecteur géométrique ¥ par un réel \.
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5.2 Structure de Groupe

Le Groupe (G, *)

Un couple (G, x) est un groupe si la loi x vérifie 3 axiomes :

1. (A) Associativité : V(z,y, 2) € G3, (x*y) * z = * (y * 2)
2. (N) Existence d'un élément neutree:Vx € G,z xe=e*xx =12

3. (S) Tout élément admet un symétrique (inverse/opposé) :
VeeG,ye G,cxy=yxr=e

Groupe Abélien

Si la loi est en plus Commutative (z x y = y *x x), le groupe est
dit abélien.

Notation Loi Neutre Symetrique
Additive + 0 —x (opposé)
Multiplicative X 1 £~ (inverse)
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Exemples et Contre-exemples de Groupes

Complexes Unimodulaires

Ensembles Numériques

(Z, +) est un groupe abélien. U = {z =0 \ |zl — ]_} est un
(RZ, %) est un groupe abélien. groupe pour la multiplication.

[Attention . (N, +) n'est PAS un ‘ U (Racines n-iemes) est un

groupe (pas d'opposé). sous-groupe fini.

Permutations socistations Permutations S(F)

Ensemble est groupe dit un Ensemble des bijections de E sur E.
définition sur a: Loi : Composition o.

(Z, +) = (M, A) Non abélien si |E| > 3.
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Sous-Groupes : Caractérisation

Une partie H C G est un sous-groupe
si c'est un groupe pour la loi induite.

Théoreme de Caractérisation

H est un sous-groupe de (G, x) si et
seulement si :

1. e € H (H est non vide)

2. Stabilite V(z,y) e H?, zxy ‘e H

Z C R (pour I'addition)
U, CU (Cercle unité)




5.3 Anneaux (Structures a Deux Lois)

Distributivite - Distributivité

Groupe (4, +)

Un triplet (4, 4+, X) est un anneau si :
1. (4, +) est un groupe abélien (neutre
0).
2. X est associative et posséde un
élément neutre (1).
3. X est distributive par rapport a +.
e (Z,+, X) : Anneau commutatif.

* M,,(R) : Anneau des matrices (Non
commutatif).

27 : Sous-anneau (sans élément
neutre multiplicatif).




5.4 Corps (The Fields)

Corps
(Inverse pour
tout x # 0)

Anneau
(Distributivité)

Groupe Abélien (+, 0)

Un ensemble K est un Corps si :

1. (K, +, X) est un anneau non nul.
2. Tout élément non nul admet un
Inverse pour X.

Conséquence : On peut additionner,
soustraire, multiplier et diviser.

 Corps Classiques : Q, R, C.
* Corps Finis : Z/pZ (p premier).
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5.5 Espaces Vectoriels : Structure Complete

Définition : Un triplet (E, +, -) surun corps K

(E, +) est un groupe abélien.
e EV1. Associativité

e EV2. Neutre (0g)
e EV3. Opposé (—x)

e EV4. Commutativité

Structure Interne (E, +) Action Externe ()

Actionde K sur E.

e EVA5. Distributivité scalaires :
A-(x+y)=Ax+ Ay

e EV6. Distributivité vectorielle :
A+ -x=Ax+ ux

e EV7/. Associativité mixte :
A-(u-x)= A x

e EVB.Unité: 1x - x = x




Exemples d'Espaces Vectoriels

Exemples d’Espaces Vectoriels

A

(@3 2) A,

R"™ (Les n-uplets) K[X] (Les Polynomes)
Addition et multiplication terme a terme. Suites de coefficients presque tous nuls.
nuls. Dimension infinie.

t @), A o
> B

C (R, R) (Fonctions) Sa p (Suites Récurrentes)

Espace des fonctions continues. Inclut ~ Suites vérifiant u,,., = au,,1 + bu,,.
les fonctions affines x — ax + b.
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Propriétés et Regles de Calcul

.....

ANr=05< (A=0g ou z=0g)

| *Preuve : Si A # 0, on multiplie par A~! pour isoler z.

‘Gestiondessignes | | Notation Somme _

(<X z=X-(-z)=—(A-2)| PoTL:r une famille finie (x) :
. Loppose du scalaire peut se | Z Tp =TT1 +T2+ ... T+ Ty
~deplacer ou sortir du produit. | | k=1
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5.5.3 Sous-Espaces Vectoriels (S.E.V.)

T R S T e e N e e g T 1 i o e R e e A - V0 = O R WS =1 W3-
+

(2,9, 2) E Définition :
F : : :
(Sous-Espace | Une partie F' C E estun S.E.V. si elle
Vectoriel) L est stable par combinaisons linéaires.

aracterlsatlon Prathue

O

i

' Théoréme Box (The Test) : F' est un
' S.E.V. de F si et seulement si:
1. F # @ (En pratique : vérifier 0g € F)

2. Stabilite :
V() p,) e K, V(z,y) er M +py€F

iy
g e R s

(Sous-Espace
(2,9, 2) Vectoriel)

8
=

N
p—

Note: Un S.E.V. est lui-méme un Espace Vectoriel.

& NotebooklLM



Bases et Applications Lineaires

o, O SR R

e

Bases & Dlmenslon

ERET SRS R

Appllcatlons Lmealres f E — F

f(Az + py) = Af(x) + nf(y) |
r« TFE”B"“””" I

Famille (e, ..., e,) est une base
sl tout vecteur a une
décomposition unique.

n
L = E )\iei
=1

Dimension n = dim(F).

{r € E| f(z) = Og}

‘Image (im )

{ye F|z,y = f(z)}
Sous-espace de F.



